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1 Introduction 



La représentation de Weil intervient dans de nombreux domaines de la théorie des 
représentations des groupes presque algébriques généraux ou des groupes réductifs sur 
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un corps local. Citons la construction, dans le cadre de la méthode des orbites, des 
représentations unitaires irréductibles dans [5], la correspondance de Howe (voir [16], 
[11, Chapitre 2], [20]), les séries thêta [10]. Il est donc important d'en comprendre la 
structure et notamment comment sa restriction à un sous-groupe compact maximal ou 
un tore anisotrope se décompose en irréductibles. Dans cet article, nous nous plaçons 
sur un corps p-adique de caractéristique résiduelle différente de 2 et nous démontrons 
que les représentations des sous-groupes compacts maximaux et les caractères des tores 
maximaux elliptiques qui apparaissent effectivement le font avec la multiplicité 1 et les 
décrivons explicitement. 

Soit k un corps local non archimédien de caractéristique nulle, O l'anneau des entiers 
de k, p son idéal maximal et vu une uniformisante de C. Le corps résiduel O/p (noté 
Fç) est fini de cardinal q et de caractéristique p. Nous supposons que p ^2. Nous fixons 
un caractère unitaire ip de conducteur de k. 

On se donne un A;-espace symplectique {W, /3) de dimension 2r. On note Sp{W) le 
groupe symplectique associé à {W, /3) et Mp{W) le groupe métaplectique correspon- 
dant, revêtement à deux feuillets non trivial de Sp{W). On a une suite exacte courte : 



1 Z/2Z Mp{W) — > Sp{W) — > 1. (1.1) 

En fait, le groupe de Heisenberg H{W) construit sur l'espace symplectique W admet 
une unique (à équivalence près) représentation unitaire irréductible (p^. H) de caractère 
central ^jJ ; on l'appelle la représentation de Schrôdinger de caractère central ijj de H(W). 

Le groupe Sp{W) opère dans H{W) par authomorphismes agissant trivialement sur 
le centre. Soit U{'H) le groupe des transformations unitaires de l'espace de Hilbert "H, 

muni de la topologie de la convergence forte. L'ensemble SpÇW)^ des couples {g, U) G 
Sp{W) X U{n) vérifiant : 

Up4h)U-' = p^g.h), g e Sp{W), h G H{W), 

est un sous-groupe fermé localement compact de Sp{W) x 1/(1-1), extension centrale 
de Sp{W) par le groupe U des nombres complexes de module 1. On a donc une suite 
exacte courte 



U 



Sp{W). Sp{W) 1 



(1.2) 



et l'apphcation : (g, U) ^ U est une représentation de Sp{W)^, appelée repré- 
sentation métaplectique. Il existe un unique homomorphisme de groupes Mp{W) — > 

SpiW)^ rendant commutatif le diagramme suivant 



Mp{W) ■ 



■Sp{W\ 



Sp{W) 
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Ce morphisme est injectif et permet d'identifier Mp{W) à un sous-groupe de Sp{W)^. 
Alors la restriction à Mp{W) de la représentation métaplectique est une représentation 
fidèle encore notée et appelée représentation de Weil de type ip de Mp{W). 

Nous montrons que la suite exacte 1.1 est scindée au dessus de chaque sous-groupe 
compact maximal de Sp{W). On sait qu'un sous-groupe compact maximal de Sp{W) 
est le stabilisateur Kb d'un bon réseau B de W, i. e. B est un sous-O-module ouvert 
et compact de W vérifiant 

wB* CB CB*, 

où B* est le réseau dual de B relativement k /3 et ip. Dans [20, II. 3], Waldspurger a 
associé à un tel réseau une réalisation {p^,T-L^) de la représentation de Schrôdinger, 
appelée modèle latticiel généralisé, et une représentation de Kb dans "H^ telle que 
l'application g i— )■ {g^S^{g)) soit une section de la suite exacte courte 1.2. Lorsque B 
est un réseau autodual, on parle de modèle latticiel : dans ce cas, Moeglin a montré que 
cette application est une section canonique, et unique lorsque g > 4, de la suite exacte 
1.1 (voir [11, Chapitre 2, II 10, Lemme]). Nous montrons que ce résultat reste vrai 
dans le cas général (voir les théorèmes 4.2.1 et 4.6.1). Pour ce faire, nous comparons 
le modèle latticiel généralisé associé au bon réseau B avec le modèle latticiel associé 
à un réseau autodual A tel que B G A G B* (voir le théorème 4.5.1). Nous obtenons 
en particulier les formules explicites pour la réalisation, dans ce modèle latticiel, de 
la représentation de Waldspurger pour les éléments d'un système de générateurs 
du groupe Kb constitue du sous-groupe «parabolique» Pb stabilisateur de A et d'un 
élément particulier çb £ Kb\Pb (voir le corollaire 4.5.1). Il est à remarquer que l'énoncé 
du théorème 4.5.1 se trouve déjà dans [14, 4.3.e]. 

Dans la suite de cette introduction, nous noterons la réahsation de la représentation 
de Weil dans le modèle latticiel associé au bon réseau B. On voit donc que la représen- 
tation de Waldspurger est la restriction de la représentation de Weil à l'image 
de Kb par sa section canonique dans le groupe métaplectique. De même, les formules 
que nous avons obtenues pour la réalisation de la représentation de Waldspurger de 
Kb dans le modèle latticiel décrivent la restriction à cette section de la représentation 
de Weil S^. 

Ces dernières formules, nous permettent d'étudier la décomposition en irréductibles de 
la restriction de la représentation de Weil à Pb et à Kb- Dans les deux cas, nous mon- 
trons que cette décomposition est sans multiplicité ; nous montrons également que les 
représentations de Pb qui apparaissent sont monomiales et en donnons une description 
explicite (voir le lemme 5.1.2 et le théorème 5.2.1). Lorsque le réseau B est autodual, 
les représentations de Kb qui apparaissent sont également monomiales ; dans ce cas le 
résultat a été obtenu par Prasad (voir [16]). 

Si n est un entier naturel, on désigne par 0,„ l'anneau O/w'^^^O et on pose b„ = 
B/w^^^B* et b* = B* /w^B. Alors, On est un anneau local fini et principal de caracté- 
ristique différente de 2, b„ (resp. b* ) est un O^^-module de type fini muni naturellement 
d'une structure symplectique et l'action de Kb dans B passe au quotient à b^ (resp. 
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b*), induisant un morphisme surjectif de Kb sur le groupe symplectiquc Sp{hn) (resp. 
Sp{h^j). On remarque que Oq = ¥q et que bo (resp. bg), que nous notons plus simple- 
ment b (resp. b*) est un espace symplectique sur Fç ; on note 21 la dimension de b*. 
Alors le nombre / = 1{B), qui prend toutes les valeurs entières entre et |dimVF, dé- 
termine la classe de conjugaison du bon réseau B et donc celle du sous-groupe compact 
maximal Kb- On montre que Kb est naturellement isomorphe à la limite projective 
des groupes Sp{hn) (resp. 5'p(b*)) (voir le lemme 2.5.2). 

Dans [3] et [4], Cliff, McNeilly et Szechtman ont construit les représentations de Weil 
pour le groupe symplectique d'un module symplectique sur un anneau local fini de 
caractéristique différente de 2 et décrit leur décomposition en irréductibles dans le cas 
où l'anneau est principal et le module symplectique libre (les différentes représentations 
de Weil associées à un même caractère primitif de l'anneau local diffèrent d'un caractère 
du groupe symplectique). Il s'avère que pour n > 1, le 0„- module b„ (resp. b*) est libre 
si et seulement si le réseau B est autodual {1{B) = 0) ou vérifie B = wB* {1{B) = r). 
Nous étendons les résultats de [4] au cas des groupes Sp{hn) (resp. 5'p(b*)) avec B 
quelconque (voir le théorème 3.5.1). En fait la restriction de la représentation de Weil 
à Kb est la limite inductive de représentations de Weil des groupes 5'p(b2n+i)- 
Utilisant alors nos résultats, nous en déduisons une description des représentations 
irréductibles apparaissant dans la décomposition de la restriction de la représentation 
de Weil à Kb comme représentations induites à partir de stabilisateurs génériques 
de Kb dans les différents b2n+i (voir le théorème 5.3.1 et le lemme 5.4.1). Dans [4] 
Cliff, McNeilly et Szechtman ont remarqué que leurs résultats permettaient d'obtenir 
la décomposition en irréductible de la restriction de la représentation de Weil à Kb 
lorsque B est autodual ou vérifie B — wB*. 

D'autre part, dans [6] Dutta et Prasad ont démontré que la représentation de Weil 
du groupe symplectique construit sur un groupe abélien fini se décompose sans mul- 
tiplicité. Ils ont décrit cette décomposition en terme de la combinatoire des orbites 
du groupe abélien sous l'action de son groupe d'automorphismes et remarqué que l'on 
peut en déduire les mêmes résultats pour la représentation du groupe symplectique 
d'un module symplectique de type fini sur un anneau fini local et principal. Leurs ré- 
sultats contiennent ceux du théorème 3.5.1, sauf que leur description des sous-modules 
irréductibles ne les fait pas explicitement apparaître comme modules induits. 

Un tore T d'un groupe réductif est dit eUiptique s'il ne contient pas de sous-tore 
déployé non central. Un tore eUiptique de Sp{W) est donc anisotrope et compact. Par 

suite, le revêtement métaplectique est scindé au dessus d'un tel tore. Nous étudions la 
restriction de la représentation de Weil à un tore maximal elliptique de Sp{W), identifié 
à un sous-groupe de Mp{W) par le choix d'une section. 

Tout d'abord, nous démontrons, comme conséquence de la conjecture de Howe, prouvée 

par Waldspurger dans [20], que la restriction de la représentation de Weil à un tel tore 
est sans multiplicité (théorème 6.1.1). Cette démonstration, plus simple que celle que 
nous avions proposée, nous a été communiquée par le référée. Nous l'en remercions 
vivement. 
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Cependant, ce résultat ne permet pas de décrire complètement cette restriction. Pour 
ce faire, nous avons besoin de connaître la structure des tores maximaux elliptiques de 
Sp{W). 

Soit T un tore maximal de Sp(W). Comme T- module, W se décompose de manière 
unique en somme directe de sous-modules irréductibles sur k, W = Wi © • © Wn- 
D'après [13], T est elliptique si et seulement si cette décomposition est une somme 
directe orthogonale de sous-espaces symplectiques. Dans ce cas, T — Ti x • x où 
chaque Tj, image de T par l'application x H- x\w^, est un tore maximal elliptique de 
Sp{Wi) tel que Wi soit un Tj-module irréductible sur k. Utilisant ce fait, on montre que 
l'étude de la restriction de la représentation de Weil aux tores elliptiques maximaux de 
Sp{W) se ramène au même problème pour ceux de ses tores maximaux dont l'action 
dans W est irréductible sur k (voir la proposition 6.2.1 et le théorème 6.8.1). Pour 
simplifier, nous dirons qu'un tore T de Sp{W) tel que le T-module soit irréductible sur 
k est irréductible. 

Soit donc T un tore maximal irréductible de Sp{W). D'après [13], il existe une extension 
k' de degré r de k, une extension quadratique k" de k', un élément u G k"^ de trace 
nulle relativement à k' et un isomorphisme 6 d'espaces symplectiques de {k", Pu) sur 
W tels que T soit l'image de T^i'^k' par l' isomorphisme 9 : t ^ 9 ot o 9~^, où la forme 
Pu est définie par 

Pu{x,y) = ^tïk"/kux^y, x,y e k", 

T désignant l'élément non trivial du groupe de Galois de k" sur A;', et T^// est le sous- 
groupe multiplicatif de k"^ constitué des éléments de norme 1 relativement à k' . On 
note O' (resp. O") l'anneau des entiers, w' (resp. vj") une uniformisante, v' (resp. v") 
la valuation normalisée et q' (resp. q") le cardinal du corps résiduel de k' (resp. k"). 
On prend w" tel que w""^ — w' lorsque k" est ramifié sur A;', et w" — w' dans le cas 
contraire. On montre que l'on peut prendre u = w" lorsque k" est ramifié sur k' et 
v"{u) e {0, 1} dans le cas contraire (voir le théorème 6.3.1). 

Si j e N, on désigne par Tj le j-ième sous-groupe de congruence de T : 

Tj^{geT\g-lew"W'}. 

On a To = T et, pour j > l, Tj est un sous-groupe strict de T. Lorsque k" n'est pas 
ramifié sur k', la suite Tj est strictement décroissante. Dans le cas contraire, la suite 
T2j+i est strictement décroissante et on a T2j — T2j+i pour j > 0. 

Soit j G N et X un caractère de Tj. On appelle conducteur de x, le plus petit entier A 
tel que T\ soit contenu dans le noyau de x- 

Lorsque k" n'est pas ramifié sur k', le groupe quotient T/Ti est canoniquement iso- 
morphe au groupe des racines (q' + l)-ièmes de l'unité dans k". L'ensemble des 
caractères de conducteur au plus 1 de T est donc égal à l'ensemble des caractères de 
Hq'+i- Soit ( , )k' le symbole de Hilbert du corps k'. D'après le théorème 90 de Hilbert, 
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tout élément g de T s'écrit g = z{z avec z G O"^ . La formule 

f Pv ,(zz'^)\ 

r7o(p) = (t^',^^>= f^-^^J (1.3) 

définit un caractère de conducteur 1 de T (ici, (^-^^ désigne le symbole de Legendre 
relatif au corps Fg/). 

Lorsque k" est ramifié sur k', le groupe quotient T/Ti est le groupe à deux éléments. 
Par suite, tous les caractères de T sont de conducteur pair à l'exception du caractère 
non trivial de T/Ti qui est de conducteur 1. Soit x un caractère de T de conducteur 
2A > 2 et j un entier tel que j < A < 3 j + 1 ; alors, il existe b G O'^ , uniquement 
déterminé modulo le sous-groupe multiplicatif 1 + w'^~^0', tel que la restriction de x 
au sous-groupe de congruence T2J+1 soit égal au caractère Xb,\,3 défini par la formule 
6.6 du lemme 6.5.2. 

On note e l'indice de ramification de k' sur k ei 5 l'entier tel que l'idéal w'^O' soit la 
différente de k' sur k. On pose // = — S — v"{u). 

On définit le réseau B en posant 

^ _ iw"''0" si k" est ramifié sur k', 

1 ro't^^O" si k" est non ramifié sur k'. 

Alors B est un bon réseau T- invariant, autodual si et seulement si k" est ramifié sur k' 
ou si fjL est pair. Lorsque k" est non ramifié sur k' et est impair, B* — w'~^B et b* = 
O" jw'O" est un espace vectoriel symplectique de dimension ^ (voir le corollaire 
6.4.1). La donnée du réseau B détermine une section du revêtement métaplectique au 
dessus de T, restriction de la section canonique au dessus du sous- groupe compact 
maximal Kb- 

Supposons que le réseau B est autodual. Alors, nous montrons que le caractère trivial 
intervient dans la représentation de Weil et qu'un caractère x ^^on trivial de T intervient 
si et seulement si 

- X 6st de conducteur pair, lorsque k" est non ramifié sur A;', 

- X 6st de conducteur pair 2j' > et il existe a G O"^ tel que x\Tj — Xaa^ j [i]' lorsque 
k" est ramifié sur k'. 

Supposons que le réseau B n'est pas autodual, de sorte que k" est non ramifié sur k'. 
Nous montrons qu'un caractère x de T intervient si et seulement si l'une des deux 
assertions suivantes est vérifiée 

- X 6st de conducteur au plus 1 et x Vo^ 

- X 6st de conducteur impair, strictement supérieur à 1. 

A propos de la première assertion, il est à noter que la représentation de Weil du groupe 
symplectique Sp(h*) apparaît comme sous-représentation de Kb dans la représentation 
de Weil de SpÇW) et que les caractères de T de conducteur au plus 1 interviennent 
dans le sous-i^^B-module correspondant. Or la représentation de Weil de ^^(b*) est de 
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dimension g', tandis que les caractères de T de conducteur au plus 1 sont au nombre 
de g' + 1. 

Dans tous les cas, nous décrivons une base de l'espace des vecteurs propres de poids 
X- Ces derniers résultats sont énoncés dans les théorèmes 6.6.1 et 6.7.1 et généralisent 
ceux démontrés par Yang dans le cas où W est de dimension 2 (voir [23]). 

Nous remercions Paul Broussous, François Courtès et Claude Quitté pour d'utiles 
conversations. 



2 Sous-groupes compacts maximaux du groupe symplectique 

2.1 Dans la suite, k désigne un corps local non archimédien de caractéristique nulle, 
O l'anneau des entiers de A; et p son idéal maximal. Nous fixons w une uniformisante 
de O, c'est-à-dire w & O tel que p = wO. Le corps résiduel O/p est fini de cardinal 
q et de caractéristique p, nous le notons Fç. L'entier p est appelé la caractéristique 
résiduelle de k. Nous supposons que p 7^ 2. 

Nous fixons aussi un caractère unitaire %Ij non trivial de k. Son conducteur est 
l'unique entier relatif vérifiant 

V'ipA^ = 1 et V|pA^-i ^ 1- 
Le caractère induit un caractère if) de tel que 

Pf^ désignant la projection naturelle de O sur Fg. 

2.2 Dans la suite, F désigne soit un anneau local fini de caractéristique différente de 
2, muni de la topologie discrète, soit un corps local non archimédien de caractéristique 
résiduelle différente de 2, muni de sa topologie localement compacte. On appelle F- 
espace symplectique tout couple {W, (3) où W est un F-module de type fini et /3 une 
forme bilinéaire alternée non dégénérée sur W . 

Tout F-module de type fini est naturellement muni d'une topologie localement com- 
pacte : lorsque F est un anneau local fini, il s'agit de la topologie discrète et, lorsque 
F est un corps local, il s'agit de sa topologie d'espace vectoriel de dimension finie sur 
ce corps local. On munit alors GL{W), le groupe linéaire de W , de la topologie induite 
par celle de EndF{W), qui en fait un groupe topologique localement compact. 
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On désigne par la matrice antisymétrique d'ordre 2r : 



Ir 



) 



\ 



Ir 



Ir étant la matrice identité d'ordre r. 

Si W est un F-module libre, on appelle base symplectique (resp. presque symplectique) 
de W, toute base (ei, . . . , e^, /i, . . . , fr) telle que la matrice de ^ dans cette base soit 
Jr (resp. tJr, oùteF est non nul). Dans ce cas, de telles bases existent (voir [9]). 

On note Sp{W, (3) ou plus simplement Sp{W) le groupe symplectique associé à {W, (3) : 

Sp{W) ^{g e GL{W) I /3{gv, gw) = j3{v, w), pour tout v,w e W}. 

C'est un sous-groupe fermé de GL{W). 11 contient, lorsque W est non nul, le groupe 
à deux éléments {±/(i} comme sous-groupe central; lorsque F est un corps, ce sous- 
groupe est le centre de SpiW). Lorsque W est nul, Sp{W) est le groupe trivial. 

Soit g G GL{W) dont la matrice dans une base presque symplectique s'écrit par blocs 
g = ( c d) • Alors, on a : 5^ G Sp{W) si et seulement si l'une des conditions suivantes est 
satisfaite : 



Si U est une partie de W , on note U son orthogonal relativement à (3. Un sous- 
module U de W est dit totalement isotrope, si U d U'^. Si = t/"*", on dit que c'est 
un sous-espace lagrangien ou un lagrangien de W . 

Lorsque F est un corps, un sous-espace vectoriel totalement isotrope est de dimension 
maximale si et seulement si c'est un lagrangien de W . Dans cette situation, le groupe 
symplectique Sp{W) opère transitivement sur les lagrangiens de (PF, 

2.3 Soit (W,^) un fc-espace symplectique. 

Définition 2.3.1 Une hase (ci, . . . , e^, /i, . . . , fr) de W est dite autoduale relativement 
à (3 et ip si elle vérifie les relations : 



^ac^^ca, ^bd^^db et ^ad-^cb^Ir, 
a^b ^ b^a, c*d ^ d^c et a^d-b^c^Ir- 



P{ei,ej 



) ^ mjj) - et (3{e,Jj) 



— w 



l<ij<r 



(2.1) 



ou, de manière équivalente, si la matrice de (5 dans cette hase est w 




Un réseau B àeW est un O-module, compact et ouvert. On note 



B* ^{ve W, I3{v, h) G w^^O, pour tout b e B} 
^{v eW, ^(/9(w, h)) = 1, pour tout b G B}. 



(2.2) 
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Alors, B* est aussi un réseau de ; on l'appelle le réseau dual de B relativement à (3 
et 

Définition 2.3.2 On dit que B est un bon réseau si 

wB* CB CB*. 

Il est dit autodual si B — B*. 

Soit B C W un bon réseau. On note b* le quotient B* /B. Il est naturellement muni 
d'une structure d'espace vectoriel sur et de la forme symplectique ^b* définie par : 

/3b*(Pb*H,pb*(w')) =PF,(î^'-^*/3(w,wO), (2.3) 

où pb* désigne la projection naturelle de B* sur b*. On pose 1{B) = ^dim^^b*. Alors 
1{B) est un entier et deux bons réseaux B et B' sont conjugués sous l'action de Sp{W) 
si et seulement si on a 1{B) = 1{B'). 

Si B est un bon réseau, on désigne par Kb son stabilisateur dans Sp{W). Alors, les 
Kb, pour B un bon réseau, forment l'ensemble des sous-groupes compacts maximaux 
de Sp{W) et deux tels sous-groupes Kb et Kb' sont conjugués dans Sp{W) si et 
seulement si B et B' sont dans la même 5*^(1^) -orbite, autrement dit si et seulement 
si 1{B) = 1{B'). 

Soit B <zW nn bon réseau et / — 1{B). Alors, il existe une base autoduale (ei, . . . , e^, 
fi, . . . , fr) de W telle que 

B = wOei ® • • • e zuOei ® Oei+i ® • • • ® Oe^ ® Ofi © • • • ® Ofr. (2.4) 

De plus, les éléments de Kb sont les éléments g de Sp{W) dont la matrice dans la base 
(ei, ...,ei, ei+i, . . . , e^, /i, . . . , fi, fi+i, . . . , fr) s'écrit par blocs : 

^ au 'UJai2 wbii wbi-2^ 

\ C21 

les matrices a^, bij, Cij, dij étant à coefficients dans O, au et du (resp. 022 et 0^22) étant 
carrées d'ordre / (resp. r — l). 

2.4 On garde les notations du paragraphe précédent. Soit S C VF un bon réseau, 
/ = 1{B) et (ei, . . . , Cr, /i, . . . , fr) une base autoduale de W vérifiant la relation 2.4. 
Alors, le réseau dual de B est 

S* = Oei © • • • e Oe^ e vj~^Ofi © • • • © vD~^Ofi © Ofi^i ®---®Ofr 
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022 


Vjb2l 


b22 


C12 


du 


di2 


C22 


zud2i 


d22 



(2.5) 



et l'on a 

B CAC B*, 

où ^ = Oei © • • • e Oer ® Ofi © • • • © Ofr est un réseau autodual. On pose K = 
Ka- Les éléments de K sont les éléments de Sp{W) dont la matrice dans la base 
(ci, . . . , Cr, /i, . . . , fr) est à coefficients dans O. 

Nous avons vu que b* = B*/B, muni de la forme /3b* est un espace symplectique de 
dimension 21 sur ¥q. On vérifie que la famille de vecteurs 

(Pb* (ei) , . . . , Pb* (e;) , Ph* Vi) , ■■■,Ph* (^~^fi) ) 
est une base symplectique de (b*,/3b*)- 

De même, b = B/zuB* est naturellement muni d'une structure de F^-espace vectoriel 
et de la forme symplectique /3b définie par 

/9b(Pb(w^),Pb(«^')) =pf,(w"^'^/3(w,w')), w,w'e 5, 

où pb désigne la projection naturelle de B sur b. La famille de vecteurs 

(Pb(ez+i), . . . ,Pb(er),Pb(/z+i), • • • ,Pb(/r)) 

est une base symplectique de b de sorte que la dimension de b sur Fg est 2{r — ï). 

Le groupe Kb laissant invariant B, laisse invariant B*. Il agit donc naturellement dans 
b* (resp. b) et cette action induit un morphisme de Kb dans Sp{\f) (resp. 5'p(b)), le 
groupe symplectique associé à (b*,/3b*) (resp. (b, ^b)) ; ce morphisme est noté PspÇb*) 
(resp. Psp{h))- On a le résultat suivant : 

Lemme 2.4.1 Le morphisme psp{h*) xP5p(b) ^st surjectif de Kb sur le groupe ^^(b*) x 
Sp{h). 

Démonstration : Rappelons que si {W, (3) est un espace symplectique sur le corps F, le 
groupe symplectique Sp{W) est engendré par les transvections symplectiques de (W, /3) 

qui sont les transformations de W de la forme Ta^v : w w-\- al3{v, w)v, a & F , v E W . 
Il est immédiat que les transvections Ta^v telles que a G w^^^'fO et v E B* (resp. 
a e w~^'>'0 et V E B) sont dans Kb et que leur image par psp{h*) x Psp(h) parcourt 
l'ensemble des éléments de la forme (r^Id) (resp. (Id^r)) où r est une transvection 
symplectique de (b*,^b*) (resp. (b, /3b)). D'où le lemme. ■ 

On désigne par K'b le noyau du morphisme psp{h*) x Psp{h)- On a 

K'B = {gE Kb, {g - 1)B c wB* et {g - 1)B* c B}. 

Les éléments de K'b sont les éléments de Sp{W) dont la matrice dans la base (e^, . . . , e^, 
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ei+i, ...,er,fi,..., fi, fi+i, ...,fr) s'écrit par blocs 

^ Il + waii Tuai2 w%ii zubi2 ^ 

021 Ir-l + '^0,22 W62I '!:ub22 

Cil C12 // + zudii di2 

C21 roC22 'Ujd21 Ir-l+'Ujd22j 

les matrice Oj^, 6.^, Cij et dij étant des matrices à coefficients dans O, au et du (resp. 
022 et (^22) étant carrées d'ordre / (resp. r — l). 

2.5 On garde les notations du paragraphe précédent. Soit n un entier naturel. On 
désigne par 0„ l'anneau O /w'^^^O et par po„ la projection canonique de O sur On- 
Alors, Oq = Fg et si n > 1, 0„ est un anneau local principal fini dont les idéaux 
propres sont les puissances /c-ièmes de l'idéal maximal wO /w^'^'^O, 1 < k < n. De 
plus la projection po^ passe au quotient, pour tout entier m > n, en un morphisme 
d'anneau Pn,m '■ Om — > On ; on note plus simplement p„ = Pn,n+\- La famille des 0„ 
munie des morphismes Pn,m constitue un système projectif d'anneaux dont il est bien 
connu que l'anneau C, muni de sa topologie, est la limite projective : O — limO„. 

On pose b„ = B/w'^'^^B* et b* = B*/vj'^B. Ce sont des O^-modules (et donc des 
O^-modules, pour m > n) de type fini. On a bo = b et bg = b*. Lorsque n > 1, b„ et 
b* admettent 2r générateurs et ils sont libres si et seulement si Z = ou Z = r (dans 
ce cas, on a b„ = h*^j^^ ou b* = b^+i). On désigne par pb„ (resp. pb*) la projection 
canonique de B (resp. B*) sur b^ (resp. b*) ; elle induit une projection naturelle de 
b„+i (resp. b*_,_i) sur b„ (resp. b* ) notée p„, laquelle est compatible avec les structures 
de 0„+i-modules. 

On désigne par EndsiW) la sous-algèbre de End^ÇW) constituée des endomorphismes 
linéaires laissant invariant B et B* et par GLb{W) le sous-groupe de GL{W) consti- 
tué des éléments qui sont, ainsi que leur inverse, dans EndB{W). Tout élément g de 
EndB{W) définit un élément Çn (resp. g*) de Endo„{hn) (resp. Endo„{h^)) en posant 
ÙnPhA'v) = PhAgv), V e B (resp. glPhiiv) = Ph'Sgv), V e B*). On vérifie que l'ap- 
plication g ^ (jn (resp. g 1— )■ ^f*) est un morphisme surjectif d'algèbres de EndBiW) 
sur Endo„(hn) (resp. Endo„(hD) de noyau In = {g E Endk{W)\gB C w"-~^^B*} 
(resp. I* = {g e Endk{W)\gB* C w'^B}). De plus, pour tout entier m > n, le 
morphisme g ^ (jm (resp. g i-> g"^ passe au quotient en un morphisme d'algèbres 
rn,m ■■ EndoS^m) — > EndoSK) (resp. < : Endo^{h*^) — > EndoSK)) ; note 
plus simplement r„ = r„,„+i (resp. = C ^+J. 

Lemme 2.5.1 Soit n un entier naturel. 

(i) L'application g ^ (jn (resp. g i-> g^) définit un morphisme surjectif de groupes de 
GLb{W) sur le groupe linéaire GLo^ihn) (resp. GLo^{h^)), de noyau Id + In (resp. 

id + rj. 
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(a) Pour tout entier m > n, l'application rn^m (resp. r* induit un morphisme surjec- 
tif de groupes de GLo^{hm) sur GLo^{hn) (resp. GLo^{h'^) sur GLo^{hn)) de noyau 
Id + IJIm (resp. Id + rjI*J. 

Démonstration : L'assertion (ii) est une conséquente immédiate de l'assertion (i). Mon- 
trons l'assertion (i). 

Il est clair que l'application g ^ Qn (resp. g i— )> ()*) est un morphisme de groupes de 
GLb{W) dans GLo„{hn) (resp. GLo„(b*)), de noyau Id + (resp. Id + /*). Il reste 
à montrer la surjectivité. 

Supposons que n = 0. Soient ei, . . . , e,-. fi, . . . , /,. une base autoduale de W telle que 
B = Owei®- ■ -QOweiQOei+i®- ■ •©Ce,.©C>/i©- ■ -©O/r et U (resp. V) le sous-espace 
vectoriel de W engendré par ei, . . . , e^, /i, . . . , /; (resp. e^+i, . . . , e^, fi+i, ...,fr)- Alors 
G^{ge GL{W)\g\u = Id et giBnV) = BnV} (resp. G* ^ {g e GL{W)\g{B*nU) = 
B* nu et g\v — Id}) est un sous-groupe de GLb{W) et son image par l'application 
g^ go (resp. g ^ g^) est GLw^{h) (resp. GLw^{h*)). 

Supposons n > 1. Soit g G EndB{W). Dire que gn e GI/o„(bn) (resp. g* e G'Lo„(b*)) 
revient à dire qu'il existe g' G EndB{W) tel que (7(7' G Id + In (resp. g'g'' G Id + 1*). Or, 
Id + In et Id + I* sont des sous-groupes de GLb(VF). Il est alors clair que g' G GLB(Vr). 



Le 0„-module b„ (resp. b*) est naturellement muni d'une forme symplectique, /3b„ 
(resp. /3b*) définie par 

/5b„(Pb„(^^),Pb„(w))=Po„(tï7"^'^/5(î^,w)), v,weB (2.6) 
/5b*(Pb*(î^),Pb*(«;))=Po„(t^'-^*/3(î;,«;)), G S* (2.7) 

On désigne par Sp{hn) (resp. Sp{h^j) le groupe symplectique correspondant. Il est clair 
que, si g' G Kb, Ùn £ SpÇbn) (resp. g^ G 5'p(b*)) et que, pour tout entier m > n, le 
morphisme r„„j (resp. r* „J envoie S'p(bm) dans Sp{hn) (resp. 5'p(b^) dans S'p(b*)). 
La famille des S'p(b„) (resp. S'p(b*)), munie des morphismes r„_^ (resp. r*_^) constitue 
un système projectif de groupes. 

Lemme 2.5.2 (i) Pour toutn G le morphisme de groupes rn : Sp{hn+i) — > Sp{hn) 
(resp. rl : -5p(b;+i) — > Sp{h*J) est surjectif. 

(ii) L'application g — > (â'n)neN (resp. g — > {Ùn)nen) induit un isomorphisme de 
groupes topologiques de Kb surhm5'p(b„) (resp. Iim5'p(b*)j. 

Démonstration : (i) On montre la surjectivité de r^, la démonstration de celle de r* 
étant identique. 
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Supposons dans un premier temps que n > 1. Soit g G 5'p(b„). D'après le lemme 2.5.1, il 
existe g G GLo^_f_^{hn+i) tel que r„(^) = g. Il suffit de montrer qu'il existe h G In/In+i 
tel que {Id + h)g & Sp{hn+i)- Définissons l'application 7 : bn+i x bn+i — > On+i 
en posant '~f{v,w) = /3b„+i{9~^v,g~^w) — /9b„+i('y, w) ; c'est une application bilinéaire 
alternée sur b„-|_i à valeurs dans l'idéal minimal ^"''^^O/'aj'^'^'^O. Soit h G In/In+i- Dire 
que {Id + h)g G Sp{hn+i) revient à dire que l'on a 

Ph„+A{Id + h)v, (Id + h)w) -^b„+i(ï^,H ^^(v,w), v,w E K+i (2.8) 

Mais, h étant un élément de In/In+i-, on a hhn+i C zu^'^^ B* / zu'^'^'^ B* . Comme n > 1, 
on en déduit que 

CP0„,,(^'"+'0) Cpo.+i(î^"+'0) = {0}. 
La relation 2.8 s'écrit alors 

(3b„+,{hv,w) + I3b„+,{v,hw) = 7(v,w), v,w e K+i- 
Or, la forme /3b„+i étant symplectique, il existe h' G Endo^^^ (bn+i) tel que 
7(v,w) = /3b„+i(/i''y,w) = /3b^^^{v,h'w), v,w e K+i. 

Il suffira de prendre h — \h' , dès que l'on aura montré que h' G In/In+i- Or, on a 

^{v,w) G ro^+^O/ro^+^O, v,w e bn+i- On en déduit que, pour tout -u; G zu B / zu^'^'^ B* , 
/9b„+i(/i'b„+i,w) = {0}. Autrement dit, /i'bn+i C [wB /w'^+^B*)^ = w^'+^B* /w^'+^B*, 
i.e. /i' G In/In+i comme voulu. 

Il reste à examiner le cas n = 0. Mais, il suit du lemme 2.4.1 que l'application g ^ go 
est un morphisme surjectif de Kb sur Sp{h) — Sp{ho) . Il suffit alors de remarquer que 
Ùo = '^o(5'i), g e Kb- 

(ii) On donne la démonstration pour l'application g — > {gn)nen, celle pour l'autre 
application étant identique. Pour tout entier naturel n, la matrice d'un élément de 
dans une base quelconque du 0-module B est à coefficients dans zj^O. On en déduit 
que n„gN/„ = {0} et que la famille {Id + In)nm ^st une base de voisinages de l'élément 
neutre dans GLb{W). Il est alors immédiat que l'application g — )■ {gn)nm est un 
morphisme injectif de groupes topologiques de Kb dans limS'p(b„). Comme Kb est 
compact, il nous suffit de montrer que ce morphisme est surjectif. 

Soit donc {gn)nen ^ limS'p(b„). Pour tout entier naturel n, soit cjn G GLsiW) tel 

que Cjn = g-ri- Par construction, on a g-n+i — Qn ^ In- H s'ensuit que la suite (^„) 
converge dans EndB{W) vers un élément g appartenant à GLb{W) et vérifiant g^ = gm 
n G N. Il reste à voir que g G 5*^(1^). Soit v,w E B. Alors, pour tout n G N, on a 
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On en déduit que /3{gv,gw) — (3{v,w) G PlneNtu^'^^+^O = {0}. D'où le lemme. ■ 



2.6 On reprend les notations du paragraphe 2.4. On note x = A/B ; c'est un sous- 
espace totalement isotrope maximal de b*. On voit que x est le sous-espace vectoriel de 
b* engendré par (pb*(ei), . . . ,pb*(e;)). Inversement : si y est un lagrangien de b*, alors 
A = p^}{j) est un réseau autodual de W tel que S C A C -B* et il existe une base 
autoduale (ei, . . . ,er, fi, . . . , fr) de W vérifiant la relation 2.4 et engendrant A comme 
C-module. 



D'autre part, Sp{h*) est engendré par J; et le sous-groupe parabolique Pb* 
stabilisateur du lagrangien x dans Sp{h*). 

Si on note Pb = Psl(h*)iPh*), on a : 



Sp{h*){x), 



K's C K et KDKb^ Pj 



B- 



On voit alors que Pb est l'ensemble des g G Sp{W) dont la matrice dans la base 
(ei, . . . ,ei, e^+i, . . . , e^, /i, . . . , fi, fi+i, ■ ■ ■ , fr) 

s'écrit par blocs 

^ au zuai2 vjhii zubi2^ 
Cil C12 du di2 

\C21 C22 ^d2l d22 j 

les matrices a^j, 6jj, et dij étant à coefficients dans O, an et du (resp. 022 et ^22) 
étant carrées d'ordre l (resp. r — l). 

On désigne par l'élément de Kb dont la matrice dans cette même base est 



(2.9) 



V 



uj/z 

Ir-l 

-w-^k 




Lemme 2.6.1 Avec les notations ci-dessus, Kb est engendré par Pb et çb- 



Démonstration : On a : 

- Çi?(ei) = -zu^'^fi, l<i<l, 

- ÇB{^~^fi) = Ci, 1 <i <l. 
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Il s'en suit que psp{h*){^B) = Ji- Le résultat voulu s'en déduit facilement. 



On désigne par Nb (resp. A^^) le sous-groupe de Kb constitué des éléments xb{o) 
(resp. ysio,)), ayant dans la base 

(ei, . . . , ei, e/+i, . . . , e^, /i, . . . , //, ■ ■ ■ , fr) 

une matrice de la forme 



zua ^ 



^ Il ^ 



(resp. 



Ir-i 
0/^0 
VO Ir-lJ 

où a est une matrice symétrique d'ordre l à coefficients dans O. 

Corollaire 2.6.1 Le groupe Kb est engendré par Pb et Nb- 



Ir-l 

zu-^a II 

Ir-lJ 



Démonstration : C'est une conséquence immédiate du lemme 2.6.1 et de ce que d'une 
part Nb est un sous-groupe de Pb et que d'autre part on a çb = XB{Ii)yB{—Ii)xB{Ii)-* 



Remarque. Il résulte de [2] que les sous-groupes Kb sont les stabilisateurs des sommets 
de l'immeuble du groupe Sp{W). Pour être plus précis, si l'on choisit une base autoduale 
(ei, . . . , e^, /i, . . . , fr) de W et si, pour < Z < r, on pose Bi = Ozuei © ■ ■ ■ Ozuei © 
Oei+i © • • • © Ocr © Ofi © • • • © Ofr, alors les Kb^, < / < r, sont les stabilisateurs 
des sommets d'une chambre, les cas où Z = et Z = r correspondant aux deux sommets 
hyperspéciaux. De plus, parmi les sous-groupes Kbi, < Z < r, seuls Kbq et Kb^ sont 
conjugués par un élément du groupe des similitudes symplcctiques : si on désigne par 
dr la similitude symplectique dont la matrice dans la base autoduale choisie est 

^Wlr 
^ Ir 

on a Kb^ = drKsod'^. 

2.7 On garde les notations du paragraphe précédent. Il est clair que B*\vjB* est 
une partie de W qui est invariante sous l'action de Kb- 

Lemme 2.7.1 (i) Pour tout h G B*\B (resp- h G B\wB*), on a K'j^h ^b + B (resp- 
K'sb + wB*). 

(il) Les orbites de Kb dans B*\wB* sont B*\B et B\wB*. 
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(iii) Les orbites de Pb dans B*\wB* sont B*\A, A\B et B\wB*. 



Démonstration : Il est clair que B*\B et B\zuB* (resp. B*\A, A\B et B\zuB*) sont 
invariants sous l'action de Kb (resp. Pb). Il reste à montrer (i) et le fait que chacun 
de ces ensembles est une ^B-orbite (resp. Pe-orbite). 

On vérifie facilement que l'image de Pb par le morphisme psp(h*) ^Psp(h) est Pb* x Sp{h). 
Comme les orbites de Pb* dans b* sont {0}, x\{0} et b*\x et comme Sp{h) (resp. ^^(b*)) 
agit transitivement dans b\{0} (resp. b*\{0}) il suffit de montrer que, pour un élément 
particulier b de B*\B (resp. B\zuB*), on a K'^b — b + B (resp. K'^b — b + wB*) : on 
peut prendre b — Si (resp b — e^+i). 

Dans la suite de la démonstration, on identifie chaque élément de W (resp. GL(W)) 
avec le vecteur colonne de ses coordonnées (resp. sa matrice) dans la base (ei, . . . , e;, 

ei+i, . . . , Cj., /l, . . . , fl, fl+l, . . . ,fr). 



Supposons que b — Si E B*\B et soit u e B. Alors, on a w 

A2,/X2 G 0''-\ et l'élément k ^ (^\' P^) où 



a — 



A2*ei 



-7 



A2 

Ml 



avec Al, //i e 0\ 



est dans K'^ et vérifie k{ei+u) = Ci+u' avec u' ■ 
dans O. Mais alors l'élément h — (^^^ avec 

Vi^ei + ei Vi - Viei-Eii 61^2 



IJ,'^, i = 1,2, étant à coefficients 



c— — 



V 



/^2*ei 



est dans K'^ et vérifie hk{ei + u) = ei. 



Plaçons nous dans le cas où 6 = e^+i G B\zuB* et soit u G zuB*. Alors, on peut écrire 

\ / roAi 

6 = ( 'qM et « = h ' 
/ \i 



^•^2 avec Ai,//i e O', A2,At2 e C)''"', et l'élément k = [^"-'^ oj où 



Z<7Ai*ei 
îr-l + tc7A2*ei , 



est dans K'^ et vérifie A:(e/+i ^ u) — e;+i + m' avec v! = \ n[ \, /j,'^, i 
coefficients dans O. Mais alors l'élément h — (^^c t) ^^^^ 



1, 2, étant à 
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/ 



c = 



/u'i*ei 



\ 



est dans i^^ et vérifie hk{ei^i + u) — e/+i. 



3 La représentation de Weil 



Dans cette section, nous rappelons certains résultats sur la représentation de Weil et 
le groupe métaplectique. On peut consulter [21], [11, Chapitre 2], [17], [3], [14] et [4]. 

Dans la suite, les représentations induites que nous considérons sont des représentations 
induites unitaires à droite. Plus précisément, si G est un groupe localement compact, H 
un de ses sous-groupes fermés, tous deux unimodulaires, et p une représentation unitaire 
de H dans l'espace de Hilbert H, Ind^ p désigne la représentation de G agissant par 
translations à droite dans l'espace des fonctions (p : G — > H qui vérifient 

^{hg) = p{h)(p{g), g eG, he H, 
I ll<^(^)ll'd^ < +00 

J H\G 

OÙ àg désigne une mesure de Radon G-invariante sur H\G. 

3.1 Dans ce paragraphe, F désigne de nouveau soit un anneau local fini de caracté- 
ristique différente de 2, soit un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle 
différente àe 2 et ip un caractère unitaire non trivial de F . Si F est un anneau local 
fini, on suppose que ip est primitif, en ce sens que son noyau ne contient pas d'autre 
idéal que {0}. 

Soit {W. f3) un F-espace symplectique ; si F est un corps, on note 2r la dimension de 
W sur F. Le groupe de Heisenberg associé est l'ensemble H{W) = W x F, muni de la 
multiplication 

{w,t){w',t')^{w + w',t + t' +^P{w,w')),w,w' e w, t,t' e F. 

Muni de la topologie produit, H{W^ est un groupe localement compact. 
Le centre de if(VF) est {0} x F que l'on identifie à F, via l'apphcation : 

i e (0,t) e Ei^). 
On identifie également VF à un sous-ensemble de HiyV^ au moyen de l'application : 

w e ^ (w,0) e Eiy^). 
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Dans ces conditions, on a w = —w, pour tout w G W. 

Par le théorème de Stone Von-Neumann (voir [3, 2] pour le cas où F n'est pas un 
corps) , nous savons qu'il existe une unique (à équivalence près) représentation unitaire 
irréductible {p^,'H) de H{W) de caractère central ip. On l'appelle la représentation de 
Schrôdinger de caractère central ip de H{W). On la note pw,'ip lorsque l'on souhaite 
faire apparaître qu'il s'agit d'une représentation du groupe de Heisenberg construit sur 
W. 

Nous rappelons comment construire de telles représentations, selon [11, Chapitre 2] et 
[3]. Soit A G W un sous-groupe fermé. On pose 

A* ^ {v e W, ip{P{v, a)) = 1, pour tout a G A}. 

Alors A* est un sous-groupe fermé de W, appelé sous-groupe dual : lorsque F est un 
corps local et A est un réseau, on retrouve la notion de réseau dual (voir 2.2). On dit 
que A est autodual si A = A*. Lorsque F est un corps local, les sous-espaces lagrangiens 
et les réseaux autoduaux sont des exemples de sous-groupes autoduaux. 

Lorsque F est un anneau local fini, tout sous-espace lagrangien est un sous-groupe 
autodual. On sait que si F est un corps, il existe des lagrangiens. Nous allons montrer 
qu'il en existe pour tout anneau local fini. 

Soit m l'idéal maximal de F. Son annulateur s est l'unique idéal propre minimal de F. 

Fixons un élément non nul Sq G s. Alors l'application a i — > qsq passe au quotient en 
un isomorphisme de F-modules du corps résiduel F = F/m sur s. On désigne par /i un 
tel isomorphisme. 

Lemme 3.1.1 Soit F un anneau local fini et {W, (3) un F-espace symplectique. Soit 
A <zW un sous-module. 

(i) On a A^^ = A. 

(a) On suppose que l'on a les inclusions mA C A-^ C A. Alors, A/A^ est naturellement 
muni d'une structure de F-espace vectoriel, la restriction I3\a de (3 à A prend ses valeurs 
dans 5 et l'application o passe au quotient à A/A-^ en une forme symplectique. 

Démonstration : Pour le point (i), voir [4, Lemma 2.1]. 

Soit A un sous- module de W vérifiant les hypothèses du (ii). L'unique chose à vérifier 
est que /3\a est à valeurs dans s. Or ceci résulte de ce que, compte tenu des hypothèses, 
mp{A, A) = ^(m^. A) c p{A^, A) = {0}. ■ 

Lemme 3.1.2 Soit F un anneau local fini et W un F-espace symplectique. Alors W 
admet des sous- espaces lagrangiens. 
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Démonstration : Soit A C W un sous-F-module totalement isotrope et maximal. Il suffit 
de montrer que A = A^. Or, il suit de [4, Lemma 10.1] que mA^ C A (le résultat cité 
est énoncé sous l'hypothèse que A est isotrope, 5'p(l^)-invariant et maximal, mais il est 
clair que la démonstration reste valable si l'on y remplace Sp(W) par n'importe lequel 
de ses sous-groupes). Comme A^-^ = A, on voit alors que A^ vérifie les hypothèses du 
(ii) du lemme 3.1.1. Par suite, fi^^ o /3|^± passe au quotient en une forme symplectique 
sur le F-espace vectoriel A-^/A et l'image réciproque dans A^ d'un lagrangien de cet 
espace symplectique est un sous-groupe autodual de W contenant A. On a donc A — 
A^. , 



Soit A un sous-groupe autodual de W. Alors, A x F est un sous-groupe fermé de H{W) 
et la formule 

ipAiw,t) = ip{t), {w,t) eAxF, 

définit un caractère de Ax F. On note alors = Ind^^^^ ipA la représentation induite 
du caractère de A x F à H{W). La représentation se réalise dans l'espace Tï^ 
des fonctions (f : W — > C qui vérifient 

(p{a + w) — ijj{-P{w, a))(p{w), a & A, w & W, 
/ |(^(w)P dw < -hoo, 

Jw/A 

OÙ dw désigne une mesure de Haar sur le groupe additif W/A, par la formule 

p^{w, t)^{w') = ip{t + Ip{w', w))^{w' + w),w,w' eW,t e F. (3.1) 

Théorème 3.1.1 (i) Soit A un sous-groupe autodual de W . Alors la représentation 
p^ est irréductible et appartient à la classe de p^. 

(ii) Soit A et B deux sous-groupes autoduaux de W et db une mesure de Haar sur le 
groupe additif quotient B/ADB. Pour cp G continue à support compact modulo A, 
on pose 

IbM^) = f + b)^l^(lP(b, w)) db, weW. (3.2) 

JB/AnB 2 

Alors l'intégrale 3.2 converge pour tout w, la fonction IbaV ™ élément de "H^ et 
1b,a '■ 'H^ — > se prolonge de manière unique en un opérateur continu, encore noté 
Ib,a, entrelaçant les représentations p^ et p^. 

Supposons que F soit un corps. Soit X et F deux lagrangiens de W tels que W = X(BY. 
Alors, pour un bon choix de la mesure de Haar dx sur X, l'application (/? i — > ip\x 
est une isométrie de sur L^(X, dx) permettant d'identifier ces deux espaces. La 
représentation p^ réahsée dans F^(X, dx) est alors donnée par les formules suivantes : 
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p^{x, 0)^{x') = (p{x' + x), x,x' e X 
pl{y,QMx')^ij{l3{x',y)Mx'), yeY,x'eX. 



(3.3) 
(3.4) 



Lorsque F est un corps local et A est un lagrangien (resp. un réseau) de VF, on dit que 
est un modèle de Sclirôdinger (resp. latticiel) de la représentation p^. 

3.2 On garde les notations du paragraphe précédent. Le groupe symplectique Sp{W) 
opère par automorphismes dans H{W) par la formule 

x.{w,t) = {xw,t), pour tout w G W, t & F. 



Cette action fixe F point par point. 

Soit (p^jH) une représentation unitaire irréductible de H(W) de caractère central ip 
et désignons par U (Tï) le groupe des transformations unitaires de l'espace de Hilbert 

H. On note Sp{W)^ le sous-groupe topologique de Sp{W) x U{Tï) formé des couples 
{g, M{g)) vérifiant : 



M{g)p^{h)M{g)-^ = p^{g.h), h G H{W). (3.5) 

On voit que si {g,M{g)) G Sp{W)^ alors {g,zM{g)) G Sp{W)^ pour tout z G U, le 
groupe des nombres complexes de module 1. Il suit du théorème de Stone Von-Neumann 
que Sp{W)^ est une extension centrale de Sp{W) par les opérateurs scalaires de norme 
1 ; on a une suite exacte courte : 



1 ^ U ^ Sp{W)^ ^ Sp{W) 1, (3.6) 

où. ai : z I — >■ (1, 2;Id) et «2 : {g, M{g)) i — >■ g. La représentation métaplectique de 
SpiyV)^ agissant dans % est donnée par 



S^{g,M{g)) = M{g). (3.7) 

On la note Sw^^ si l'on souhaite faire apparaître qu'il s'agit de la représentation méta- 
plectique associée au groupe symplectique Sp{W). 

En fait, on peut se restreindre à un revêtement d'ordre au plus 2 de SpiW) grâce au 
résultat suivant : 

Théorème 3.2.1 (i) Si F est un anneau local fini, il existe un morphisme de groupes 

de SpiyV) dans Sp{W)^ qui scinde la suite exacte 3.6. Lorsque F est le corps fini ¥q, 
à l'exception du cas où q — 3 et dimW — 2, cet homomorphisme est unique. 
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(a) Si F est un corps local non archimédien et W est non nul, la suite exacte 3.6 ne 

se scinde pas, mais il existe un unique sous-groupe Mp{W)^ de Sp{W)^ tel que la 
restriction de «2 à ce sous-groupe soit surjective et ait un noyau d'ordre 2. Ce sous- 
groupe est fermé et la restriction «2 à ce sous-groupe en fait un revêtement d'ordre 2 
de Sp{W). 

Voir [18] et [3] pour le point (i) et [21] pour le point (ii). 

Lorsque F est un corps local non archimédien, on sait qu'à isomorphisme canonique 
près, il n'existe qu'un revêtement d'ordre 2 de Sp{W), non trivial. Ce revêtement s'iden- 
tifie donc de manière canonique au sous-groupe Mp{W)jp de Sp{W)^ : désormais on le 
note Mp[W) et on l'appelle le groupe métaplectique de l'espace symplectique W ou le 
revêtement métaplectique du groupe SpÇW). Dans la suite, on appelle représentation 
de Weil de type ip et on note 5"^ ou Sw,ijj si l'on tient à préciser, la restriction de la 
représentation à Mp{W). 

Si A est un sous-groupe autodual de W, on note Sp(W)^, Mp{W)^ et S:^ ou 
les objets précédents construits en utilisant la réalisation dans l'espace "H^ de la 
représentation p^. On parle alors de modèle de Schrôdinger ou de modèle latticiel de 
la représentation de Weil, suivant que A est un lagrangien ou bien un réseau. 

Lorsque F est un anneau local fini, on appelle représentation de Weil de type i/j et 
on note ou Sw,ip, la représentation composée de avec un homomorphismc de 
Sp{W)dsins Sp(W),^ scindant la suite exacte 3.6. Etant donnée une représentation de 
Weil, toutes les autres s'écrivent comme produit de celle-ci par un caractère unitaire 
de Sp{W). Si A est un sous-groupe autodual de W, on désignera par S:^ ou S^r^^ une 
représentation de Weil construite en utilisant la réalisation dans l'espace Tï^ de la 
représentation p^. 

Plus généralement, F étant toujours un anneau local fini, si G est un groupe fini et si 
7 : G — > Sp{W) est un morphisme de groupes, on appelle représentation de Weil de 
type de G relative au morphisme 7, toute représentation S de G dans l'espace de la 
représentation vérifiant la relation 



Ici encore, étant donnée une représentation de Weil, toutes les autres s'écrivent comme 
produit de celle-ci par un caractère unitaire de G. 

Si F = Fq, Sp{W) admet une unique représentation de Weil, sauf dans le cas q = 3 et 
dimW — 2 {à l'exception de ce cas, le groupe Sp{W) est parfait). Cela dit, il existe 
dans tous les cas un choix canonique, que nous décrivons dans le paragraphe suivant : 
dans la suite, on convient que la représentation de Weil S^jj est celle correspondant à 
ce choix. 



S{g)p^{.h)S{g) 



-1 



Pi,{l{g).h),geG,h&H{W). 
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3.3 Dans ce paragraphe, on garde les notations du paragraphe précédent et on 
suppose que F est un corps fini. On rappelle que si r] est un caractère additif de F, 
l'indice de Weil relatif à 77 est l'application u;^ : — )■ U définie par 

a;,(a) = [F]-i^7?(ai^). (3.8) 

t&F 

Si a e F^, on désigne par ar] le caractère additif t ^ T]{at) de F. On pose alors 

u^ui^. (3.9) 



Soit X un sous-espace lagrangien de W et soit (ei, . . . , e^, /i, . . . , fr) une base symplec- 
tique de W telle que (ei, . . . , e^) soit une base de X. 

Si e Sp{W), on pose 

j{g)^r-à\v[vXf\gX (3.10) 

Pour < j < r, soit 

nj^{9eSp{W)\3{g)^3}. 
Alors, VLq n'est autre que P, le sous-groupe parabolique de Sp{W) stabilisateur de 
X, chaque VLj est une double classe sous P et Sp(W) est la réunion disjointe des Vtj, 
< J < r. Pour 5* C {1, . . . , r}, on désigne par ts l'élément de Sp{W) tel que 

^ ^ _ \fi siieS ^ j. _ f~^î siieS 
^' ' [Ci sii ^ S ^' ' l^fi sii^ S 

Alors, si card^" = j , on a. : flj — PtsP- 

D'après [17, Lemma 5.1], il existe une application 9 : Sp{W) — > F^/(F^)^ telle que 

- 0{pigP2) = 9{p^)e{g)9{p,), p,,p2 eP,ge Sp{W) ; 

- 9{rs)^l,SG{l,...,r}; 

- 9{p) = detx(p) mod (F>^)2, peP. 

Si gf e Sp{W), on pose 

m{g) = uj{9{g))-'uj{lf-^^^\ (3.11) 
où u est l'indice de Weil relatif au caractère |V (voir les formules 3.8 et 3.9). 

Soit jÀx la mesure de Haar sur X de masse totale 1. Si 5 G Sp{W) on pose 

S${g) = m{g)q'^Mx{g). (3.12) 
où Mx{g) est l'opérateur de l'espace défini par 

MxigMw) = J^'ip{^P{x,w)Mg-\w + x))dfix{x), ipen^,weW. (3.13) 

Le résultat suivant est alors conséquence de [14, 4.2, Lemma] : 
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Lemme 3.3.1 L'application 



g^{g,S^{g)) 



est un homomorphisme de groupes de Sp{W) dans Sp{W), scindant la suite exacte 



3.4 Dans ce paragraphe, on suppose que F est un anneau local fini et on se donne 
un sous-groupe G de Sp{W). Nous rappelons un certain nombre des résultats de [3] et 
[4] concernant la décomposition des représentations de Weil sur F. 

On désigne par T{W) le C-espace vectoriel des fonctions à valeurs complexes sur W. 
On munit T{W) de la structure de Sp{W)-modu[e définie par g.(p{w) — (f{g'~^w), 
w eW. 

Soit {p^jT-L) une représentation de Schrôdinger de H{W) et soit S une représentation 
de Weil de type ip de Sp{W). La représentation S induit une structure de Sp{W)- 
module dans EuddH) définie par g. A — S{g)AS{g~^). On a alors le résultat suivant 
(voir [3, Theorem 4.5]) : 

Théorème 3.4.1 L'application (f ^ J2wew v{'^)Ptp{'^:^) de J-'{W) dans Endc{T-C) est 
un isomorphisme de Sp{W)-module. 

On munit le sous-groupe G de Sp{W) de la mesure de Haar normalisée. Le théorème 
précédent a pour conséquence le résultat suivant (voir [3, CoroUary 4.6]) : 

Corollaire 3.4.1 Le carré de la norme, comme élément de L'^(G), du caractère de la 
restriction à G d'une représentation de Weil de Sp{W) est égal au nombre d'orbites du 
groupe G dans W. 

Les résultats présentés dans la suite sont ceux de [4, paragraphe 4]. Soit C/ C VF un 
sous-module isotrope, non nul et S'p(Ty)-invariant. Alors, U-^ = U-^/U est un F-espace 
symplectique pour la forme symplectique /3 définie par /?(■?; + U.w + U) = I3{v,w). 
On pose H{U^) = Lf-^ x F : c'est un sous-groupe du groupe de Heisenberg H{W) et 
l'application pu : {v,t) 1-^(^-1- U,t) est un morphisme surjectif de H{U-^) sur H{U^). 
De plus l'action du groupe SpiW) dans C/-*- passe au quotient en une action dans 
[/-*- par automorphismcs symplectiques, fournissant ainsi un morphisme de groupes 
ru '■ Sp{W) — > Sp{U^). Soit Pu^^^ l'inflation de la représentation de Schrôdinger de 
H{U-^) via Pu à H{U-^) et soit a une représentation de Weil de type ip de Sp{W) 
relative à ru-, que l'on réalise dans le même espace Ha '■ c" est le produit tensoriel de 
l'inflation d'une représentation de Weil de Sp{U^) via ru à Sp{W) par un caractère 
de Sp(W). Comme nous l'avons vu, le groupe Sp{W) agit par automorphismes dans le 
groupe H{}¥) et il laisse stable le sous-groupe H{U^). Nous pouvons donc considérer 
le groupe produit semi-direct Sp(}V) x H{W) et son sous-groupe Sp{W) x H{U-^). On 
définit alors la représentation o'Pu±^^ de Sp{W) x H{U^) dans l'espace Ha en posant 
(jpu^,ip{gh) = cr{g)pu-^,^{h), g G Sp{W) et h E H{U^). Soit R'^'"' la représentation de 



3.6. 
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Sp{W) K H{W) définie par 

On note S^'" la restriction de la représentation EF''^ à Sp{W). Si x caractère de 
Sp{W), on a S^'^®" = x® S^'". 

On vérifie que l'espace de la représentation R^^'^ s'identifie, via l'application de restric- 
tion au sous-ensemble W du sous-groupe H{W) du produit semi-direct 5*^(14^) \xH{W), 
à l'espace des fonctions ip définies sur W, à valeurs dans H^, qui vérifient la relation 

^{x + u)= ^Pi^Pix, u))pu±,4u)^{x), xeW,ueU^. (3.14) 



Si a; G W, on note x (resp. x) sa classe dans le module quotient W/U^ (resp. W/U). 
Le groupe Sp{W) agit naturellement dans W/U^ et si a; G W, on désigne par G{x) le 
stabilisateur de x — x + U-^ dans G. Rappelons que l'on identifie x à l'élément {x, 0) 
du groupe de Heisenberg H{W). Alors xG{x)x''^ est un sous-groupe de G K H{U-^). 
Plus précisément, si g & G{x), on a 

xgx~^ = g{g~^x - x, ^^{x, g~^x)). 

On définit une représentation, que nous noterons acxi de G{x) dans en posant 
pour g e G{x), 

(on vérifie que la représentation aG,x ne dépend que de la classe i; de a; dans W/U) et 
on considère la représentation Sg,x de G définie par 

Sg,x = Indg(^) aG,x- 

On désigne par 'Hg,x l'espace de la représentation Sg,x- H est constitué des fonctions 
(fi : G ^ Ha qui vérifient 

(p{hg) = aG,x{h)(fi{g), g eG, he G{x). 

Si (fi Çl 'Hg,x-i '^g,xV désigne la fonction élément de T-lF à support dans l'orbite de x 
modulo C/"*" sous l'action de G telle que 

Ig,x^{9-x) = (T{g)(p{g-^), g e G. 



Si a; = 0, on a Sg,o = o'ig- Lorsque G = SpÇW), on note simplement (resp. S^) au 
lieu de a^x (resp. Sg,x)- 
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Si "H est l'espace d'une représentation tt de Sp{W) , on désigne par "H^ le sous-espace 
propre de —Id dans "H pour la valeur propre ±1. Comme {±Id} est un sous-groupe 
central de Sp{W), le sous-espace est invariant sous la représentation tt et on désigne 
par TT^ la représentation de Sp{W) dans ce sous-espace qui en résulte, lorsque celui-ci 
est non nul. On a clairement "H = Ti^ © "H" et donc tt = tt^ ou tt = tt"*" © tt", suivant 
que l'un des espaces est nul ou non. 

Dans ce qui suit, on suppose que G — Sp{W). Soit x G W. Si x G [/-*-, on a G{x) — 
Sp{W) et deux cas se présentent alors : si [/-*- = {0}, Sx = (Tx est de dimension 1 et 
irréductible ; dans le cas contraire, S± = a± est somme directe des sous-représentations 
S^. Par contre, si x ^ —Id n'est pas un élément de G{x) et la représentation 

(Ja; s'étend au sous-groupe G{x) = {±Id}G{x) de Sp{W) en la représentation en 
décidant que a^{—Id) — ±Id. Alors, on a 

^ G{x) ^ 

et donc 

Sx = S^ © Sj. . 

Lemme 3.4.1 (i) La restriction à H[W) de la représentation R^''^ est équivalente à 
la représentation de Schrôdinger p^. 

(a) La représentation S'^'"' est une représentation de Weil de type ip de Sp{W) et toute 
représentation de Weil de type ip de Sp{W) est obtenue ainsi. 

(m) Soit G un sous-groupe de Sp{W). Si x & W, le sous-espace Hq^^ de %^ constitué 
des fonctions à support dans l'orbite de x modulo U-^ sous l'action de G est {S^''^)\c- 

invariant. De plus, l'application Xg,x est un isomorphisme de G-modules de l'espace 
de la représentation Sg.x surTi^ ^. Ainsi, la représentation de G induite par S^'"^ 
dans 'Hg,x équivalente à la représentation Sg,x- 

(iv) Si X (Z W est un ensemble de représentants des G-orbites dans W/U^\{0}, on 
a : 



{S'^niG ^ a\G ® Sg,x) (3.15) 
xex 

(v) Si X C W est un ensemble de représentants des S p{W)- orbites dans W/U^\{0}, 
on a : 

gU,a^i<^®i®xexSt®Sr) siW^{0} 
\{a+ © a-) © (©,,x Sf © Sr) si C/^ ^ {0} 

Jusqu'à la fin de ce paragraphe, on suppose que l'anneau local fini F n'est pas un 
corps. Soit U <Z W un sous-module isotrope, S'p(iy)-invariant et maximal pour cette 
propriété. Rappelons que m désigne l'idéal maximal de F, $ son idéal minimal et F 



25 



le corps résiduel de F. D'après [4, Lemma 10. 1], on a xnlJ^ C U. Alors, il suit du 
lemme 3.1.1 que est naturellement muni d'une structure de F-espace vectoriel, que 
la forme symplectique j3 prend ses valeurs dans s et que, si ii est un isomorphisme 
de F-module de F = F/m sur s, l'application ^"^ o /3 en fait un F-espace vectoriel 
symplectique. De plus, les groupes symplectiques pour /3 et o /3 sont identiques et 
notés Sp{U^). 

Désignons par Hf{U^) (resp. Hp{U^)) le groupe de Heisenberg construit sur consi- 
déré comme un F-module (resp. F-espace vectoriel) symplectique. Alors l' isomorphisme 
II induit un plongement 

/X, : Hp{ÏÏ^) Hf(U^) 
(u,t) I — > (u,ii(t)). 

L'application /j,^ commute avec l'action de Sp{U^) par automorpliismes dans les deux 
groupes de Heisenberg. 

La composée de la représentation de Schrôdinger de Hp{U^) de caractère central if) 
avec le morphisme /i* est clairement la représentation de Schrôdinger de H^{U^) de 
caractère central ip o ^ : comme ip est un caractère primitif, ip o ^ est un caractère non 
trivial de F. Il est alors immédiat qu'une représentation de Weil de type tp de Sp{U^) 
est également une représentation de Weil de type ip o /j, et réciproquement. 

Il suit de ces considérations que les représentations de Weil pour Sp{W) peuvent être 
construites à partir des représentations de Weil pour un groupe symplectique sur le 
corps résiduel de F, de même que les composantes d'une telle représentation qui appa- 
raissent dans le lemme 3.4.1. 

3.5 Soit n un entier naturel et -B C un bon réseau. Nous allons appliquer les 
résultats du paragraphe précédent pour déterminer la décomposition en irréductibles 
des représentations de Weil des groupes SpÇbn) et -S'p(b* ) introduits au paragraphe 2.5. 

Rappelons que b„ et b* sont des modules sur 0„ = 0/w"'^^0. L'annulateur dans 
On de b„ (resp. b*) est trivial si et seulement si zuB* C B (resp. B C B*), tandis 
que b„ = ^n-i (resp. b* = b„_i) dans le cas contraire. Nous pouvons donc nous 
placer dans la situation suivante : i/j est un caractère primitif de 0„ et on considère les 
représentations de Weil de type ip pour Sp{hn) (resp. 5'p(b*)) lorsque wB* C B (resp. 
B C B*). 

Lemme 3.5.1 (i) L'espace symplectique b„ admet un unique sous-module isotrope in- 
variant sous l'action de Sp{hn) et maximal, notéu. On a 

u = w'^+'^B*/zu''+^B*, u^ = w'^B/w^'+^B* etv^ = h, sin = 2m, 

u = w'^+^B/w^'+^B*, u^ = w'^+^B*/w''+^B* etv^^ h*, sin^2m + l. 

(a) L'espace symplectique b* admet un unique sous-module isotrope invariant sous 
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l'action de 5'p(b*) et maximal, notéu*. On a 

u* = w'^B/w^'B, u*^ = w'^B*/w''B etv^^ h*, si n ^ 2m, 

u* = zu"'+^B*/zu''B, u*^ = w'^B/w'^B etv^=h,sin = 2m + l. 

Démonstration : Comme le morphisme naturel de Kb dans les groupes symplectiques 
Sp{hn) et Sp{h^) est surjectif et comme les seuls réseaux de W qui sont fC^-invariants 
sont ceux proportionnels à B ou B*,on voit que les sous- modules de b„ ou b* invariants 
par le groupe symplectique sont image de w^B ou w^B*, s > par la projection 
naturelle de B (resp. B*) sur b„ ou b*. On en déduit facilement le lemme. ■ 

Théorème 3.5.1 Soit n G N et ip un caractère primitif de On- On reprend les nota- 
tions du lemme 3.5.1. 

(i) Soit S une représentation de Weil de type ip de Sp{hn)- Alors, il existe une unique 
représentation de Weil, a, de type ip de Sp(hn) relative au morphisme naturel de Sp{hn) 
dans Sp{h) (resp. Sp{h*) ) si n est pair (resp. impair) telle que S — S^''^ . 

Dans tous les cas, les représentations apparaissant dans la formule 3.16 du lemme 3.4.1 
sont irréductibles et deux à deux inéquivalentes. Lorsque B Ç B* , il y en a 2n + 2 ; 
lorsque B = B* , il y en a n + 2. Elles sont monomiales si B = B* et n est impair. 

(a) Soit S une représentation de Weil de type ip de S'p(b*). Alors, il existe une unique 
représentation de Weil, a, de type ip de Sp{h*^) relative au morphisme naturel de S'p(b* ) 
dans Sp{\i*) (resp. Sp{b) ) si n est pair (resp. impair) telle que S = 5"*'°". 

Dans tous les cas, les représentations apparaissant dans la formule 3.16 du lemme 3.4-1 
sont irréductibles et deux à deux inéquivalentes- Lorsque zuB* Ç B, il y en a 2n + 2 ; 
lorsque wB* — B, il y en a n-\-2. Elles sont monomiales si wB* — Betn est impair. 

Démonstration : Nous faisons la démonstration dans le cas (i), la démonstration dans 
l'autre cas étant similaire. La première assertion est claire, compte tenu des résultats du 
paragraphe précédent et de ceux du lemme 3.5.1. Soit c (resp. d) le nombre de Sp{hn)- 
orbites dans b„ (resp. b^/u"*-). Compte tenu du corollaire 3.4.1 et du lemme 3.4.1, il 
suffit de montrer que c — 2d,si B C B* ou n est pair, et c = 2ci — 1 dans le cas contraire. 
Cependant, comme le morphisme naturel de Kb dans Sp{hn) est surjectif, on voit que 
c — 1 est le nombre des f^s-orbites dans B\w'^^^B*, tandis que ci — 1 est celui des Kb- 
orbites dans B\zu"^B (resp. B\zu"^'^^B*), si n = 2m (resp. n = 2m + 1). Or, d'après 
le lemme 2.7.1, l'ensemble des Xs-orbites dans BXw'^B est {ro*S\ro*+^S*|0 < t < 
m-l}U{w*B*\w^B\l <t<m}, de cardinal 2m (resp. {vj^ B\vj^+^ B\0 <t<m-l}, 
de cardinal m) si B Ç B* (resp. B = B*). Pour la même raison, l'ensemble des Kb- 
orbites dans B\w"'+^B* est {w^B\w^+^B*\Q <t<m}U {w^B*\w^B\l < t < m}, de 
cardinal 2m + 1 (resp. {w^ B\w^^^ B\Q <t< m}, de cardinal m + 1) si B Ç. B* (resp. 
B — B*). Le théorème en découle. ■ 
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Remarque. Dans [4| G. Cliff, D. McNeilly et F. Szechtman établissent que la formule 
3.16 du lemme 3.4.1 donne la décomposition en irréductibles de la représentation de 
Weil de Sp{W) considérée, lorsque R est un anneau local fini et principal et W est un 
it!-module libre. Notre théorème en est une conséquence, uniquement lorsque B — B* 
ou S = wB*. 

Par ailleurs, dans [6] Dutta et Prasad démontrent que les représentations de Weil du 
groupe symplectique d'un module symplectique de type fini sur un anneau local fini et 
principal se décompose en irréductibles avec multiplicité 1 et donnent une description 
de ces derniers en terme de la combinatoire des orbites du groupe symplectique dans le 
module symplectique. Cependant, leur description ne fait pas apparaître explicitement 
ces irréductibles comme modules induits. 



3.6 Dans ce paragraphe, on suppose que F est un corps local non archimédien. 
Soit X d W VlM sous-espace lagrangien, Px le sous-groupe parabolique de Sp{W) 
stabilisateur de X, Nx son radical unipotent et F C un lagrangien supplémentaire 
àeX. 

Un élément g de Sp{W) s'identifie à une matrice ( ^ ^) dans laquelle a G End{X), b G 
Hom(Y, X), c G Hom{X,Y) et d & EndiY). Remarquons que la forme symplectique 
(5 induit une dualité entre X et "K, permettant d'identifier de manière naturelle Y avec 
l'espace dual de X : on a donc une notion d'opérateur symétrique h : Y — > X. Le 
sous-groupe Nx est alors le sous-groupe des matrices de la forme x{b) = (q i) avec 
b G HomÇY, X) symétrique. 

Il résulte de [5, Chapitre II, 11, Lemme] que la restriction du revêtement métaplectique 
à Nx admet un scindage unique. On peut donc considérer le groupe Nx comme un 
sous-groupe du groupe métaplectique Mp{W). 

Rappelons que nous avons réalisé la représentation de H{W) dans l'espace L'^{Y, dy), 
où dy est une mesure de Haar sur y : on en déduit une réalisation de la représen- 
tation métaplectique dans ce même espace. 

Le résultat suivant est alors conséquence de [11, Chapitre 2,11.6 et II. 9, Lemme] : 

Lemme 3.6.1 La restriction de la représentation métaplectique à Nx est donnée 
par 

S^{x{b)My) = ^l'{lp{by,y)My), yeY,ipe L\Y,dy), 
où b parcourt l'ensemble des homomorphismes symétriques de Y dans X . 
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4 Étude du revêtement métaplectique au dessus d'un sous- 
groupe compact maximal 



Dans cette section, nous montrons que le revêtement métaplectique est scindé au dessus 
de tout sous-groupe compact maximal et nous donnons une description de la restriction 
de la représentation métaplectique à un tel sous-groupe. Pour ce faire, nous présentons 
le modèle latticiel généralisé de la représentation métaplectique introduit par Shu Yen 
Pan dans [14, numéro 2.3]. Désormais, nous reprenons les notations de la section 2. 

4.1 Soit B G W un bon réseau. On a vu que b* = B*/B est un F^-espace vectoriel 
symplectique de dimension 21, où / = 1{B). On peut donc considérer la représentation 
(/>^, "H;^) du groupe de Heisenberg H{h*) de caractère central t/j. Il suit de ce que B 
est un bon réseau que H{B*) — B* x vu^^'^O est un sous-groupe de H{W). Alors, 
l'application PH{h*) '■ H{B*) — > H{h*) définie par 

est un homomorphisme surjectif de groupes localement compacts. On désigne par p;^ 
la représentation de H{B*) relevant la représentation via le morphisme PH(h*)- On 
note de même le prolongement de p^ à H{B*) = B* x k dont la restriction à k est un 
multiple du caractère ip. 

On considère alors la représentation p^ = lnd-^|^j^ p^ que l'on réalise dans l'espace de 
Hilbert des fonctions cp : W — > H:^ qui vérifient 

^{h + w) = ^{\p{w, b))p^{b){ip{w)), beB*,weW, (4.1) 
/ y{w)fdw<+oo, (4.2) 

Jw/B* 

dans lequel H{W) agit comme suit : 

(pj(w, t)^)iw') = i){t + \l3{w\ w))lp{w' + w),w,w' eW,t ek. 
Proposition 4.1.1 La représentation p^ est unitaire irréductible, équivalente à p^. 



Démonstration : Soit A un réseau autodual tel que B G A G B* et soit x — A/B dont 
on a vu que c'est un lagrangien de b*. Comme p^(b*)(x x F^) — Ax w^*''^0, il est clair 

que la représentation Ind^^^ ^ ipA est équivalente à la représentation p^. Notre résultat 
est alors conséquence du théorème d'induction par étage. ■ 

On dit que p^ est le modèle latticiel générahsé de la représentation p^ associé au réseau 
B. On note Spi^)^, Mp{W)^ et les objets Sp^)^, Mp{W)^ et obtenus en 
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utilisant la réalisation de la représentation p,^ ; on dit que est le modèle latticiel 
généralisé de la représentation métaplectique associé au réseau B. 

Soit A un réseau autodual tel que i?cAC-B*,x = A/i?le lagrangien correspondant 
de b* et la représentation d'espace l-i^ équivalente à la représentation p^ de H {h*). 

On réalise alors l'espace "H^ comme l'espace des fonctions à valeurs dans "H^ vérifiant 
les conditions 4.1 et 4.2. Il suit facilement de la démonstration de la proposition 4.1.1 
que l'on a alors le résultat suivant (voir aussi [14, 4.3, Lemma]) 

Corollaire 4.1.1 Soit B un bon réseau de W et A un réseau autodual tel que B C 
A <Z B* . Alors, pour tout (p G H,^ la fonction Ia,b{^) définie sur W par 

Ia,b('P)H = <^(^)(0); weW, 

est un élément de et l'application Ia,b '■ 'H^ — )■ est un opérateur entrelaçant 
les représentations p^ et p^. 

4.2 On garde les notations du paragraphe précédent et on reprend celles du para- 
graphe 2.4. On note S^^ la représentation de Kb relevant la représentation 5*^ de Sp{h*) 
via le morphisme Psp{h*)- 

Considérons le produit semi-direct Kb x H{W). Il contient comme sous-groupe Kb k 
H{B*). On définit une représentation de Kb ix H{B*) en décidant que 

S^p^igh) = S^{g)p^{h), geKB^he H{B*). (4.3) 

On considère la représentation de Kb k H{W) définie par 

dont l'espace est clairement Tï^ et on note sa restriction à Kb- 
Lemme 4.2.1 (i) Si g E Kb, l'opérateur S^{g) de "H^ est donné par 

S^igMw) = S^{g)[<p{g-'w)], ^en^,weW. (4.5) 

(a) L'application 

g^{g,S^{g)) (4.6) 

est un homomorphisme de groupes de Kb dans Sp{W)^ scindant la suite exacte 3.6. 



Démonstration : Le point (i) est conséquence immédiate de la définition de la repré- 

>b 



sentation i?^ comme représentation induite. 



Le point (ii) résulte de ce que la restriction de à H{W) est la représentation de 
Schrôdinger p^. u 
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En fait, on a le résultat plus précis suivant : 

Théorème 4.2.1 Le scindage au dessus de Kb défini par 4-6 est à valeurs dans le 
groupe métaplectique de W. 

4.3 On garde les notations du paragraphe précédent. Soit A un réseau autodual tel 
que B C A C B*. Pour démontrer le théorème 4.2.1, nous devons reher la réahsation 
de la représentation métaplectique à la réalisation S:^. Commençons par donner 
une description de cette dernière. 

Soit dw une mesure de Haar sur W et soit V le projecteur orthogonal de L'^{W,dw) 
sur T-L^ ; en fait, on a 

V(fi{w) — f ip{-P{a^w))'^{w -\- a)d.a^ w 
Ja 2 

où da est la mesure de Haar normalisée sur le groupe compact A. On note L la représen- 
tation unitaire naturelle de Sp{W) dans L^{W,dw) définie par L{g)ip{w) = (p{g~^w). 
Si g E Sp{W), on pose Ma (51) = P o L{g)^y^A. On vérifie immédiatement que, pour tout 

(f e H^, on a 

(MA{g)^){w) = [A/AngA]-' Yl i^{lp{a,w)Mg-\a + w)). (4.7) 

aeA/AngA 

On pose K = Ka- La proposition suivante rassemble les résultats de [11, Chapitre 2, 
ILS et 11.10, Lemme] : 

Proposition 4.3.1 (i) Pour tout g G Sp{W), il existe un nombre strictement positif 
l'Aig) tel que {g,i'A{g)MA_{g)) soit un élément de SpÇW)^. 

(a) Si g & K, on a i^Aig) — 1 et 

AÎAigMw) = ^p{g-^w), içeU^weW. 

(m) L'application g 1 — )■ {g,MA{g)) est un homomorphisme de groupes de K dans le 
groupe métaplectique de W . En particulier, il existe un relèvement du groupe K dans 
le groupe métaplectique pour lequel la restriction de la représentation métaplectique 
à K soit donnée par 

S^{g) = MA{g), geK. 

Remarques, (i) Lorsque le réseau B est autodual, l'affirmation du théorème 4.2.1 
n'est autre que l'assertion (iii) de la proposition 4.3.1. 

(ii) Lorsque le corps résiduel est de cardinal au moins 4, le groupe K admet un unique 
relèvement dans le groupe métaplectique (voir [11, Chapitre 2, II 10, Remarque]). 
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4.4 On garde les notations du paragraphe précédent. Dans celui-ci, nous allons 
donner une description plus concrète des opérateurs MA{g)- Tout d'abord, si f G W, 
on note la fonction sur W telle que 



Remarquons que, si G VF et a G A, on a 



ip{^f3{v,w — v)) si w & V + A 
si w ^ V + A. 



ô,+a^ipi\f3ia,v))ô,. (4.9) 
De plus, si V e W et g e K, on a 

Ma{9)5. = 5g.,. (4.10) 

D'autre part, il est clair que siH d W est un système de représentants des éléments 
de W/A, la famille (5,;)^gE est une base hilbertienne de l'espace 

On a le résultat suivant : 



Lemme 4.4.1 Soit g G Sp{W) et v & W . Alors, on a 

MA{g)S, = [A/ A n gA]-' ^ ^{^P{v, g-'a))Sg,+a. (4.11) 

aegA/AngA 



Démonstration : Utilisant la formule 4.7, on voit que MA{g)à,{w) est non nul seulement 
si w E gv + A + gA. Par suite, il existe des nombres complexes c(a), pour a parcourant 
un système de représentants dans g A des éléments de {A + g A) /A = g A/ A D g A, tels 
que 

MA(g)5,= J2 c{a)5gy+a- (4.12) 

aegA/AngA 

Or, il suit des relations 4.12 et 4.7 que pour a G gA/A n gA, on a 

c{a) = MA{g)Sy{gv + a) 

= [A/ A n gA]-' Y. ^èP(b, gv + a))5,(v + g-\a + b)). 

beA/AngA 

Or Sy{v+g~'{a+b)) est non nul si et seulement si g-'{a+b) G A, soit encore a+b G gA, 
soit finalement b e Ad gA. On en déduit que 

c{a) = [A/AngA]-'^l;{^P{v,g-'a)) 

comme voulu. ■ 
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On déduit facilement du lemme 4.4.1 le résultat suivant : 
Corollaire 4.4.1 Pour tout g G Sp(W), on a 

VA{g) = [g A/ A n gA]-"^[A/A n g A]. 



4.5 On garde les notations des paragraphes précédents. On rappelle l'opérateur 
d'entrelacement X^ b défini au paragraphe 4.1, corollaire 4.1.1, ainsi que les fonctions 
j et m sur le groupe Sp{h*) relative au lagrangien x et au caractère </) définies au para- 
graphe 3.3, équations 3.10 et 3.11. En particulier, l'espace l-L^ est l'espace des fonctions 
sur W à valeurs dans l'espace l-L^ de la représentation p|- vérifiant les conditions 4.1 et 
4.2. 

En fait, on peut réaliser l'espace l-L^ comme l'espace des fonctions </? sur B* telles que 

^(h + a) = i){\(5{h, a))ip{b), beB*,aeA. 

Dans ces conditions, on déduit facilement du lemme 3.3.1 et des formules 3.12 et 3.13 
que, pour g G Kb et G on a 

S^{9)^{^) = m{pspO.*){9))q ^ [A/gAnA]-^ 

X Y. ^;(^P{a,b)Mg-'{b + a}),beB*. ^^'^^^ 

aeA/gAnA 

On a alors le résultat suivant (comparer avec [14, 4.3.e]) : 
Théorème 4.5.1 Pour tout g G Kb, on a 

i(PSp(b*)(g)) 

Xa,b o {g) = m{psp{h*){9))q ^ MA{g) o Xa,b- 



Démonstration : Commençons par remarquer que T-L^, est l'espace des fonctions </? dé- 
finies sur W , à valeurs dans l'espace des fonctions numériques sur S*, qui vérifient les 
relations 

iç{w){a + h)= i){\(3{h, a))^{w){h), w eW,h e B\ ae A (4.14) 
(f{w){b) = ipàp{b, w))^{w + b){0),weW,beB* (4.15) 

Zi 

f ^ |(^(w)(6)|Mw < +00. (4.16) 

En effet, la relation 4.14 dit simplement que (p est à valeurs dans l'espace Tï^. Notons 
p|- la représentation de H{B*) relevant la représentation de H{\f) via le morphisme 
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PH(h*) et soit (f G H^. Alors, il suit de la relation 4.1 satisfaite par (p que, l'on a pour 

beB*etweW 

(^(^ + 6)(0) =^(i/3(^,6))(p2,(6)(^H)(0) 

qui est la relation 4.15. Enfin, la relation 4.16 dit simplement que la fonction w i — > 
\\ip{w)\\'^ est de carré sommable sur W. 

Réciproquement, supposons les relations 4.15 et 4.16 vérifiées par la fonction (p définie 
sur et à valeurs dans l'espace W^- Alors, pour w e W et b,b' e B* , on a 



if^ibMwW) = i:{^/3{b', b)Mw){b + b') 

= i^il^ib', bm^^ib + b', w)Mw + b + b'm 

^^{hp{b', b) + /3{b + b', w) + /3{w + b, b')))^{w + b){b') 

^i,{^-^{b,W))^{w-rb){y) 

qui est exactement la relation 4.1. On a alors Y^b*ia — ^ ^ -, si 

bien qu'il suit de la relation 4.16 que la fonction w i — >■ ||</7(u')|p est de carré sommable 
sur W et que </? est bien un élément de 'K^. 

Maintenant, montrons qu'il existe une fonction (/? G "H^ telle que (/^(O) ^ 0. En effet, 
soit e 'H^ un élément non nul : il existe w G Vï^ tel que ^{^uo) ^ 0. Appliquant à (p 
l'opérateur p^{—w) on se ramène au cas où w — 0, i.e. </?(0) 7^ 0. 

Soit g e Kb- Comme {g,S^{g)) (resp. {g,MA{g))) est un élément de Sp{W)^ (resp. 
Sp{W)^), il existe un nombre complexe iJ,{g) tel que 

Ia,b o S^{g) = ii{g)MA{g) o Xa,b- 

D'après ce qu'on a vu plus haut et compte tenu de la relation 4.5, il existe une fonction 
(p G l-L^ telle que S^{g)ip{0) 7^ 0. Alors, compte tenu de la définition de l'opérateur 
^A,B (voir le corollaire 4.1.1) et des relations 4.15, 4.5 et 4.13, on a, pour tout b G -B*, 
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lA,BoS^{gMb) = S^{gMbm 
= S^{gMOm 

= m(p5p(b*) i9))q ^ [A/gA n A]-^ 

X E ^(^/3(a,6)V(0)(5-i(6 + a)) 

= m(p5p(b*)(i7))g ^ [A/ g A n 

X E 4^àp{a,b)Mg-\b + a)m. 

aGA/gAnA 

D'autre part, il suit de la formule 4.7 donnant l'expression de l'opérateur MA{g), g £ 
Sp{W), que, pour tout b e B*, 

MA{g)olAMb) = [A/gAnA]-' ^ i'àp{a,b))lAM9'\b + a)) 

aeA/gAnA 

= [A/gA nA]-' E + «))(0)> 

d'où le théorème. ■ 



Pour g e iîTs, on définit l'opérateur SÛ{g) dans l'espace l-tâ, en posant 



-5^(5) = m{ps,i^..){g))q-^^^^^^MA{g) (4.17) 
Il est clair d'après le théorème 4.5.1 et le lemme 4.2.1 que l'application g \ — )■ [g, SÛ{g)) 



A 



est un homomorphisme de groupes de Kb dans Sp{W)^^ scindant la suite exacte 3.6. 

Rappelons que Pb est le stabilisateur du lagrangien x pour l'action de Kb dans le 
Fq-espace symplectique b*. On désigne par C, le caractère de Pb tel que 

C(p) = , (4.18) 



où (^-^ désigne le symbole de Legendre relatif au corps : pour tout a G F, 



x\2 



a\ 1 siae(F^) 



9 

^q) I-l sia^(F^)2. 



(4.19) 



On se donne une base autoduale (ci, . . . , e^, /i, . . . , fr) de W telle que B = wOei®- ■ •© 

wOei © Oei+i © • • • © e c/i e • • • e o/r et A = Oei © • • • © Ce^ e o/i e • • • e O/r 
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et on reprend les notations des paragraphes 2.6 et 3.3. En particulier, à partir d'ici 
uj désigne l'indice de Weil relatif au caractère du corps Fg. On a alors le résultat 
suivant : 

Corollaire 4.5.1 La représentation de Kb vérifie les relations suivantes qui la 
déterminent entièrement : 



S^{p) = C{p)MA{p),pePB (4.20) 
^Î(^b) = (^] a;(l)-'çêM^(ç5). (4.21) 



Démonstration : Remarquons tout d'abord que j{psp(h*){p)) = 0, p G Ps, tandis que, 
avec les notations du paragraphe 3.3, Psp(b*)(çs) = Jh* = -r{i,...,i} et j(P5p(b*)(çs)) = 
j{Jh*) = Il suit alors de la définition de la représentation de Kb et des propriétés 
de la fonction 9 énoncées au paragraphe 3.3 

>S^(p) =a;(det,(p5î,(b*)(p))"'^(l)M^(p), p e Pb 

'^^M=(y) ^{^)-'éMA{çB) 

Or, d'après [17, Proposition A. 9 (1)], on a uj{a)~^uj{l) = (^^j, pour a G Fg. Les formules 
4.20 et 4.21 résultent de ces considérations. Le lemme 2.6.1 entraîne que ces formules 
déterminent entièrement la représentation S'} de Kb- ■ 



4.6 On garde les notations du paragraphe précédent. Il suit du théorème 4.5.1 que 
démontrer le théorème 4.2.1 revient à démontrer le 

Théorème 4.6.1 L'application sb '■ g i — > {g, S:^{g)) est un homomorphisme de grou- 
pes de Kb dans le groupe métaplectique de W . 



Démonstration : Selon le corollaire 2.6.1, le groupe Kb est engendré par Pb et N b- Or, 
il suit de la proposition 4.3.1 et du corollaire 4.5.1 que, pour tout p G Pb, sb{p) est un 
élément de Mp{W). Il nous reste à démontrer que, pour tout n G Nb, SB{n) G Mp(W). 

On a,W = X®YoùX (resp. Y) désigne le sous-espace lagrangien de W engendré 
par les vecteurs ei, . . . , (resp. fi, . . . , fj.). Par suite, l'application ip \ — > ip^x permet 
d'identifier l'espace de la représentation avec L'^(X,dx) et l'opérateur Iy,a '■ 
Tï^ — > Tï^ — L'^ {X, dx) entrelaçant les représentations et est donné par 

IyM^) = / i^ilPiy, ^)M^ + y) dy, ^eu^^x^x. (4.22) 

JY/Ar\Y l 
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Il est immédiat que 1a, la fonction caractéristique du réseau A, est un élément de "H^. 
De plus, comme A = AnX(BAr]Y, on a. Zy^a^a = l^nx, où Iadx est la fonction 
caractéristique du réseau AOX de X. 

Comme A^^ est un sous-groupe du radical unipotent Ny du stabilisateur de Y dans 
SpÇW), lequel se relève de manière unique en un sous-groupe du groupe métaplectique 
(voir le paragraphe 3.6), pour établir notre résultat, il suffit de montrer que pour tout 
n e Nb, on a 

Iy,a o S^{n) = S^in) oXy^A- (4.23) 
Or, il est clair que les deux membres de l'équation 4.23 diffèrent d'un facteur scalaire. 
Il suffit donc de montrer que pour tout n G TV^, on a 

Xy^A O Siin)lA = Slin)lAnx. (4.24) 

Mais, tout élément de Nb est de la forme ys(a) avec a G M.i{0) une matrice symé- 
trique. Soit donc a une telle matrice. Pour ce qui est du membre de droite de 4.24, il 
résulte du lemme 3.6.1 que l'on a 

Sl{yB{a))lAnx{x) = V( —*xax)lAnx{x), x e X. (4.25) 



Explicitons le membre de gauche de 4.24. Remarquons tout d'abord que ys(a) = 
ÇbXb{—(i)çb^ de sorte que 

SiivBia)) = Si{c;B)Si{xB{-a))Si{<;B')- 
Or 4 = Id, ç| e Pb et C(ç|) = (^)'- On en déduit que 

S^{yB{a))lA = (y) S^{,B)S^{xB{-a))S^{,B)lA (4.26) 

D'autre part 

çbA = wOei e • • • ® vjOei ® Oei+i © • • ■ © Oe^ 

© w-^Ofi © • • • © w-^Ofi © Ofi+i © • • • © O/, 

de sorte que, 

ÇbA/ A n ÇbA = F^. 

Si w e C', on désigne par ii son image dans et on pose u.e — uiCi -|- • • • -|- uiei et 
u.f = rti/i H Vuifi. 

Comme 1a = 5o, il suit du corollaire 4.5.1 et du lemme 4.4.1 que l'on a 

Si{<,B)lA = f — ) ^(1)-' E (4-27) 
V ^ / ùeF^ 
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Or, si u G O , il résulte du corollaire 4.5.1, de la proposition 4.3.1, du lemme 4.4.1 et 
de la relation 4.9 que l'on a 



S^{xB{—a))à^-lu.f — SxB{-a)zu-'^u.f 



■au.e+zu ^u.f 



= ^ — uau)S^-iu.f. 



Compte tenu de 4.27, il vient 



■ 1 / «SF^ ^ 

Utilisant à nouveau le corollaire 4.5.1, le lemme 4.4.1, la formule 4.9, et compte tenu 
de 4.26 et de la relation = «^(l)^ (voir [17, Proposition A. 9 (1) et Theorem A. 2 
(2)]), on obtient 

S^{yB{a))lA = (—] uj{l)-'^q-^ ^ ^(_^ W) 

V ^ / ù,v&^^ ^ 

X i^i^Pi^'^u.f, -v.e))ô^,^+^-i^,f (4.28) 
E (^( —'uau)i;{w^*-^'uv) I S^-i^j 



Maintenant, nous allons calculer l'action de l'opérateur d'entrelacement Ty,a sur les 
fonctions Sy, v E W. Soit v G W. Écrivons v = vx + vy avec vx & X et vy & Y. 
Utilisant la formule 4.22 on voit que, si x ^ + ^ H X, on a 

Ty^A^vix) = 

et, si a; G + A n X, 

ly^ASvix) = Sy{x + Vy)lp{^l3{vy, x)) 

1 1 

^'iP{2^{v,X -Vx))lpi-Pivy,x)) 

^^|;(^P(vx,VymP(vy,x)). 



On voit donc que, si v G 0^ on a 



six ^AnX 



' ijj(--nj^^~^*vx) SIX e Anx. 
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Compte tenu de la relation 4.28, il vient, pour x ^ AD X, 

lY,ASiiyBia))lA{x)^0 

et, pour X & An X, 

lY,AS^{yB{a))lA{x) = q-' Y. ^(-^^*«a«) Y. V^(^'^-'*^^(« - x)) 
— ipy — xax) 

Comparant avec 4.25, on voit que la relation 4.24 est vraie. Ceci achève la démonstration 
du théorème. ■ 



Remarque, (i) En utilisant les résultats de [1] et [2] et en raisonnant comme dans la 
démonstration de [12, Lemma 11.1], on peut montrer que, si g > 4, le groupe est 
parfait, i.e. égal à son sous-groupe des commutateurs. Il s'ensuit que, dans ce cas, la 
suite exacte 3.6 admet un unique scindage au dessus de Kb-, lequel est à valeurs dans 
Mp(W^). 

(ii) Désormais, nous utilisons la section sb pour identifier avec un sous-groupe 
de M-piyV). Elle est caractérisée par le fait que la représentation o sb de Kb est 
donnée par la formule 4.17. Avec cette convention, la restriction de la représentation 
métaplectique S-^ à Kb est entièrement déterminée par les formules 4.20 et 4.21. 

4.7 On se donne une décomposition W = Wi © ■ ■ ■ © Wn de W en somme directe 
orthogonale de sous-espaces symplectiques tous non nuls. 

Les groupes de Heisenberg H{Wi), 1 < i < n sont des sous-groupes qui commutent 
deux à deux du groupe H{W) et l'application [hi, . . . , hn) M- /ii • • • /i„ est un morphisme 
surjectif du produit direct H{Wi) x • • • x H{Wn) sur H{W). 

Pour 1 < i < n, soit Ai un réseau autodual de Wj. Alors A = Ai © • • • © A„ est un 
réseau autodual de W. Pour 1 < i < n, soit (pi G Alors la fonction (pi (S> ■ • ■ <S> 
définie sur W par la relation 

</7l (g) • • • (8) (Pniwi H \-Wn) = </7l(wi) • • Wi & Wi, 1 < i < U (4.30) 

est un élément de "H^. De plus, l'application {ipi, . . . , i— )■ v^i ■ ■ ■ © v^n induit un 
isomorphisme d'espaces de Hilbert Ia du produit tensoriel hilbertien H.^^® ■ ■ ■ ©"H^" 
sur V,^. 

Le lemme suivant est bien connu et en tout cas immédiat à démontrer. 

Lemme 4.7.1 La représentation p^^ © • • • © p^" du produit direct H{Wi) x • • • x 
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H{Wn) passe au quotient en une représentation de H[W). De plus Ia entrelace les 
représentations ® ■ ■ ■ ® p^" et de H{W). 

Soit 1 < i < n. On désigne par ji l'injection naturelle de Sp{Wi) dans Sp{W) : si 
X e Sp{Wi), ■ji{x) laisse stable Wi en y agissant comme x, et opère trivialement sur 
W^. Alors 7i se relève de manière unique en un homomorphisme injectif noté 7^ de 
Mp{Wi) dans Mp{W). On identifie Sp{Wi) (resp. Mp{Wi)) avec son image dans Sp{W) 
(resp. Mp{W)) par 7j (resp. Les sous-groupes Sp{Wi) (resp. Mp(Wi)), 1 < i < n 
de 5*^(1^) (resp. Mp{W)) commutent deux à deux. On désigne par Sp{Wi) ■ ■ ■ Sp{Wn) 
(resp. Mp{Wi) ■ ■ ■ Mp{Wn)) leur produit dans Sp{W) (resp. Mp{W)), qui n'est autre 
que le sous-groupe qu'ils engendrent. Evidemment, la multiplication induit un isomor- 
phisme (resp. morphisme surjectif) du produit direct SpÇWi) x • • • x Sp{Wn) (resp. 
Mp{Wi) X • • • X Mp{Wn)) sur Sp{Wi) ■ ■ ■ Sp{Wn) (resp. Mp{Wi) ■ ■ ■ Mp(W„)). 

Lemme 4.7.2 La représentation S^^ ® ■ ■ ■ ® S^" du produit direct Mp(Wi) x • • • x 
MpiWn) passe au quotient en une représentation du sous-groupe MpiWi) ■ ■ ■ MpiWn) 
de Mp{W^ notée de même. De plus Ta entrelace les représentations 

{S^)\Mp{Wi)-Mp{Wn)- 



Démonstration : Le premier point est immédiat. Le deuxième point est une conséquence 
facile du lemme 4.7.1 et du fait que les groupes Mp{Wi) sont parfaits. ■ 



Maintenant, pour 1 < ï < n, on se donne un bon réseau Bi de Wi. Alors i? = i?i © ■ ■ ■ © 
Bn est un bon réseau de W . On peut considérer les groupes ATs^, 1 < i < n comme 
des sous-groupes de SpiW) et comme ils commutent deux à deux former leur produit 
■ ■ ■ Kb„, qui est clairement un sous- groupe de Kb. Pour 1 < i < n, on considère 
SBi comme une section de à valeurs dans le sous-groupe Mp{Wi) de Mp{W). 

Proposition 4.7.1 On a l'égalité des sections sb et sbi---sb„ au dessus du sous- 
groupe Kbi ■ --Kb^. 



Démonstration : Pour 1 < i <n, soit Ai un réseau autodual de Wi vérifiant Bi G Ai G 
B*. Alors A = AiQ)- ■ -(B An est un réseau autodual de W vérifiant B G A G B* . Il suffit 
alors de démontrer que l'opérateur 1^ du lemme 4.7.1 entrelace les deux représentations 
(5"^' o ss J (g) ■ ■ ■ (g) (5^" o sbJ et {S^ o sb)\Kb^-Kb„ de Kb^ ■ ■ ■ Kb„. Ceci se vérifie par 
un calcul direct à partir de la formule 4.17 qui décrit explicitement la représentation 

Sâ o SB- ■ 
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5 Restriction de la représentation de Weil à un sous-groupe 
compact maximal. 

Soit B un bon réseau et / = 1{B). Dans cette section, nous déterminons la décomposi- 
tion en composantes irréductibles de la restriction de la représentation métaplectique 
à Kb- On reprend les notations de la section précédente. 

5.1 Soit A un réseau autodual tel que wB* G B G A G B*. On réalise la restriction 
de la représentation métaplectique, notée S:^, à Kb dans l'espace par les formules 
4.20 et 4.21 du corollaire 4.5.1. 

Si S est un sous-espace de H^, on désigne par (resp. E~) le sous-espace de S 
constitue des fonctions paires (resp. impaires). On sait que les sous-espaces "H^'^ sont 
invariants et irréductibles sous l'action de la représentation de Mp{W). 

On considère les sous-espaces suivants de Tï^ : 

S^^o = {f gH^\ Supp / C zu-'"A\zu-'"B}, n G N, n > 1 
£n,2 = {f e n^l Supp / c zu-''B*\zu--A}, neN 
C = e Supp / C zu-^-+'^B\zu--B*}, neN 

Pour n G N, soit Kn le sous-groupe des éléments g G K = Ka tels que {g — l)A G zu"'A. 
Alors, on Si Kq = K et, pour n > 1, Kn G Pb- 

Soit n G N, n > 1. Alors le groupe quotient va^'^A/A est naturellement muni d'une 
structure de 0„_i-module symplectique pour la forme bilinéaire alternée définie par 

^n{v + A, w + A) = w) + v,wG uj-'^A. 

Il est isomorphe, via l'application v + A i — > Pa^i'ccj^'v) , au 0„_i-module symplec- 
tique a„ = A/zu^A, défini au paragraphe 2.5. Le groupe K agit naturellement dans 
zu'~'^A/A — a„ et cette action induit un morphisme surjectif de groupes de K sur le 
groupe symplectique <S'p(a„) dont le noyau est K^. 

Soit V G ci7~"A\'Ci7~"+^A. On désigne par Pb,v le stabihsateur dans le groupe Pb de 
V + A G 'nj~"A/A et par Pb,v le sous-groupe {±Id}PB,v de Pb- H est clair que K^ est 
un sous-groupe de Pb,v H résulte de 4.9 et 4.10 que la fonction xb,v définie sur Pb,v 
en posant 

Xb,v{9) = ^i^l3{9v,v)), g G Pb,v, 
est un caractère et que l'on a 

MA{g)5v = xbM^v, g e Pb,v 
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Le caractère xb,v de Pb,d s'étend en les deux seuls caractères v de Pb,v tels que 
XB,vi~^d,) = ±1. Enfin, on désigne par Xv la restriction du caractère xb,v à Kn. 

Lemme 5.1.1 Soit n e N, n > 1. 

(i) Soit v,v' G zu~^A\zu~"'~^^A. Alors, on a Xv = Xv' si et seulement si v' G ±v + A. 
(a) On a 

K-2n C Pi ker Xv Ç -f^2n-2 

où c désigne w-''+^ B*\uj-''+^ A, w-''A\uj-''B ou w-''B\uj-''+^B* . 



Démonstration : On se donne une base autoduale (ci, . . . , e^, /i, . . . , /r) de telle que 

A = Oei e • • • e Ocr e o/i • • • e ofr et b ^ wOe^ e • • • e wOei e Oei+i © • • • e 

Oer®Ofi ■ ■ - ^Ofr- On identifie les éléments (resp. les endomorphismes) de W avec le 
vecteur colonne de leurs coordonnées (resp. leur matrice) dans cette base. Si A est un 
élément de k^, on pose ||A||p — max{|Ai|p | 1 < i < r}, où | |p désigne la valeur absolue 
normalisée sur le corps k. 

Alors, les éléments de Kn sont ceux de Sp{W) s'écrivant {J'^^ny^ i^i^^z) ^^^^ '^^ ^ 
des matrices d'ordre r à coefficients dans O et vérifiant 

*x - X + - ^zx) = 

y-'y + w^{'uy-'yu)^Q (5.1) 
2; + + w''{^uz - *yx) = 0. 

De même, les éléments de zu^"^ A\zu~"'~^^ A sont ceux de W s'écrivant zu"" j avec 
X, Il & k'^ tels max{||A||p, ||Ai||p} = 1. 

(i) Un calcul immédiat montre que si v = ■cc7~" ^ j est un élément de w~'^ A\w~'^^^ A 
et ("^S;"" i^"^n^) est un élément de on a 

xAg) = V'(^^'*-"(*A*yA + 'X^u - z)ii + W))- (5-2) 

On en déduit facilement que si = et v' — ro"" (y^,^ sont deux éléments de 

va~'^ A\'uj'^^^ A, on a x„ = si et seulement si pour toute paire (x, z) de matrices à 
coefficients dans O avec x symétrique, on a 



*A*xA - *A'*a;A' G w'^O 
^fxxn - ^n'xjji' G w^'O 
*Xzn - *A V e ^"C>- 



L'assertion (i) du lemme en découle. 
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(ii) Il est immédiat que si G "'A\zu "'^'^A, C ker^^. Ceci montre la première 
inclusion de l'assertion (ii). 

Soit m < s deux entiers naturels. Dans la suite, on écrit les vecteurs colonnes A G A;* 
(resp. les matrices a G Ais{k)) sous la forme A = (resp. a = ("2! 022)) ^'^^c 

Al G fc™ et A2 G k"-"" (resp. an G Mmik), G Mm,s-m{k), 021 G A^s-m,m(/i;) 
et 022 G A^s_m(A;)). L'assertion suivante est immédiate : on suppose que la matrice 
a G Ms{0) est telle que 

*a - a G w'^MsiO) (5.3) 
et que la forme quadratique Qa{^) = *AaA vérifie 

Qa{X) e ro"C>, pour tout A G tel que ||Ai||p = 1 et ||A2||p < 1. (5.4) 

Alors, on a a G zu'''^Ms{0) et an G zu'^MmiO). 

Soit ^ = (^'^iÇ" 7d+^^"^) e ^n- D'après la formule 5.2, si î; = ^-"A G 
on a 

x.(g) = V'(^^'*-"Qa(A)) 

avec a = ( ~^)- H suit des relations 5.1 que a est telle que ^a — a e w'^ M.2r{0) . 

D'autre part, si C est comme dans l'assertion (ii) du lemme, on a w^C = wB*\zuA, 
A\B ou B\zuB*. Si A G A;'' est un vecteur colonne, on écrit A = (A2) où Ai G fc' et 
A2 G k^~K Avec ces notations, on a A\B = {v = (^^^ G y4| A,^ G A;*^', ||Ai||p = 1}, 
B\wB* = {v= [^^) eA\X,fiE k^W (^^) \\p = l,||Ai||p < 1} et B*\A = ti;-^^; = 
(^) G I A, // G A;^ II^IIp = 1, || (^^ ) ||p < 1, ||Ai||p < 1} 

Alors, si C est comme dans l'assertion (ii) du lemme, quitte à effectuer une permutation 
sur les coordonnées dans k^^ et pour un bon choix de l'entier m < 2r, la condition 
g G n^gckerxi; implique la condition 5.4. Il résulte alors de notre assertion, que a G 
ro"~^A42r (C^) et au est à coefficients dans w^'O. On en déduit que n^ec ker Xv Ç -f^2n-2- 



Soit donc nGN, n>letî;G zu~"'A\w~^~^^A. Il suit du lemme 5.1.1 (i) que Pb^v est le 
stabilisateur dans Pb du caractère Xv du sous-groupe distingué Kn- La méthode des pe- 
tits groupes de Mackey montre alors que la représentation Ind^^ Xb v est irréductible. 
On en désigne par £v^± l'espace. 

On rappelle le caractère C, de Pb défini par les formules 4.18 et 4.19. Pour v G W , on 
désigne par CXb,,; le caractère de Pb,v produit de „ par C|p^ ^ . 

Lemme 5.1.2 (i) L 'espace de Hilbert est somme hilbertienne des sous- espaces S^j, 
n & N, j — 0, 1, 2. Le sous-espace £q q est non nul. Les sous-espaces S^J^, n G N\{0}, 
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et 2 , n G N, sont non nuls si et seulement si l > 0. Les espaces S^ i , n G N sont 
non nuls si et seulement si l < r. 

(ii) Lorsqu'ils sont non nuls, les sous-espaces £qq, S^J^ , n G N\{0}, et ^n't ^ n G N, 
j = 1,2 sont invariants et irréductibles sous la restriction de la représentation Ma de K 
à Pb- On note Mq^q, M^^^ , n G n > 1 et M^'j^, n G j = 1, 2 les représentations 
de Pb ainsi obtenues. Elles sont deux à deux non équivalentes et monomiales. De plus, 
Mqq est la représentation triviale et l'on a : 

Ind-^^ xîv,ve zu-''A\zu-''B, n G N, n > 1 

(m) Lorsqu'ils sont non nuls, les sous-espaces Sqq, S^^^ , n G N\{0}, et S^'f^ , n G 
N, j — 1,2 sont invariants et irréductibles sous la restriction de la représentation 
métaplectique à Pb- On note Sq q, S^ "^ , n E N, n > 1 et S^^'f^, n G N, j = 1, 2 les 
représentations de Pb ainsi obtenues. Elles sont deux à deux non équivalentes et l'on 
a : 

S^f = Indg Cx%., V G w-''A\w-^B, n G N, n > 1 

= Indg_^ Cx%., V G ru-^B*\w-^A, n G N 
<i± = Indg_^ CX%,., V G n G N. 

Démonstration : (i) Compte tenu des inclusions zuB* C B C A C B*, il est clair 

que "H^ est somme hilbertienne des sous-espaces S:^j, n E N, j = 0, 1,2. De plus, ces 
inclusions sont strictes si < / < r tandis que zuB* C. B = A = B*, si l = 0, et 
wB* = B ÇAÇB*,sil = r. 

(ii) Le fait que les sous-espaces £qq, S^q^, n G N\{0}, et S^Jj^, n E N, j = 1,2, sont 
invariants résulte simplement de l'invariance des réseaux A, B et B* sous l'action de 
Pb. 

Il est clair que l'action de dans Sqq est triviale. D'autre part, d'après le lemme 
2.7.1, les orbites de Pb dans B*\zuB* sont B*\A, A\B et B\wB*. On déduit de 
ceci que, pour v G vj~'^A\vj~'"-B et n G N\{0}, (resp. v G w~'^B*\w~'^A et n G N, 
V G uj~^'^~^^^B\w~"B* et n G N), l'application 9? <^ définie par <^(p) = ip{p~^v) 
induit une bijection de l'espace £^q^ (resp. S^2^, £n,i^) sur l'espace £y^± qui entrelace 
la restriction de Ma à Pb et la représentation Ind^^ Xbv 



<^ = 
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Soit n > 1 et V E TU '^A\w "^^A. Il suit de l'assertion (ii) du lemme 5.1.1 que le 
noyau de la représentation Ind^^ Xbv contient i^2n et est strictement contenu dans 

K2n-2- Par suite, si n 7^ m sont deux entiers non nuls et si v G zu^'"A\zu~"'^^A, 
w e zu~"^A\zu~'^'^^A, les représentations Ind^^ Xb v Iiid^^ Xb w ^^nt pas équi- 
valentes et distinctes de la représentation triviale. D'autre part, si n est un entier non 
nul, f,w e vj~'^ A\w~'^^^ A et e, e' G {i}, il suit de la méthode des petits groupes de 
Mackey appliquée au sous-groupe invariant Kn que les représentations Ind^^ x% v 

Ind^^ Xb w peuvent être équivalentes que si î; et sont dans la même Pe-orbite et 

e' = e. Il en résulte que les représentations Mq q, M^^^ ^ n G N, n > 1 et M^Jj^, n & 
j — 1,2, sont deux à deux non équivalentes. 

(iii) Cette assertion est conséquence immédiate de l'assertion (ii) et du fait que, d'après 
le corollaire 4.5.1, la restriction de la représentation métaplectique S:^ à Pb est égale 



5.2 On garde les notations du paragraphe précédent. Pour n G N, on pose 

cB _ pB ^ pB 

On a 

£(f = {/e^^|Supp/cP*}, 

= {/ G 'H^\ Supp/ C vj-^{B*\B)}, n G N\{0}. 

Théorème 5.2.1 (i) Le sous-espace £q est non nul. Les sous-espaces £q'^ et S^'"^' 
n G N\{0}, sont non nuls si et seulement si l > 0. Les sous-espaces Snji^, n G sont 
non nuls si et seulement si l < r. 

(ii) Lorsqu'ils sont non nuls, les sous-espaces 8^'^ ^n.'i^ > n G N sont invariants 
et irréductibles sous la restriction de la représentation métaplectique à Kb- Les 
représentations de Kb ainsi obtenues sont deux à deux non équivalentes. La restriction 
de la représentation métaplectique à Kb est sans multiplicité et somme directe de ces 
représentations. 

(iii) On a : 



dimé:o^'+ = l + i(g'-l) 

dim^-^f'^ = - 1), n > 1 

dimé:„y = ^g2-+'(g2(^-^)-l),n>0. 
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Démonstration : (i) C'est une conséquence immédiate de l'assertion (i) du lemme 5.1.2. 



(ii) Compte tenu du fait que Kb est engendré par Pb et ç^, de la formule 4.21 du 
corollaire 4.5.1 et du Icmme 5.1.2, il suffit de montrer que pour tout entier naturel n, 
les espaces et S^i sont invariants sous l'opérateur Ma(çb) et qu'aucun des espaces 
^nf ne l'est. 

Commençons par remarquer qu'il suit du lemme 4.4.1 que si v & W , çbS^ est combi- 
naison linéaire de ôy, avec w G Çb{v + A). Soit n un entier naturel. L'espace S^^ est 
engendré par les vecteurs S^, v G zu~"'{zc'^^B\B*). L'ensemble w^^B\B* est à la fois 
i^^B-invariant et réunion de classes modulo A. Notre remarque montre alors que 
est invariant sous l'action de M^(çb), comme voulu. 

L'espace (resp. £^2) engendré par les vecteurs 5^,, v G w~'^{A\B) (resp. v G 
w~'^{B*\A)). Or, il est clair que Kb laisse stable B*\B et on vérifie facilement que 
çb{A\B) C B*\A. Ceci montre que l'espace £^ est invariant sous l'action de Ma{çb) 
et qu'aucun des espaces £„ô ne l'est. Ceci achève la démonstration de l'assertion (ii). 

(iii) La multiplication des scalaires induit une action du groupe {±1} dans W/A et on 
considère l'espace quotient de cette action {±1}\H^/A. 

On a £q'~^ — CSo ® £0^2^ et £q'^ — ^(^2", tandis qu'une base de £q2^ est constituée 
des 6^ ± S-v, pour v parcourant un système de représentants des classes de {±1}\1^/A 

contenues dans B*\A. On a donc dim£Q^^ = ^{[B*/A] — 1). Mais la suite exacte 
— > A/B — > B*/B — > B*/A — > montre que g^' = [B*/B] = [A/B][B*/A]. 
Or, A/B étant un lagrangien du F^-espace symplectique b* de dimension 21, on a 
[A/B] = g' et donc [5*//!] = qK D'où la formule pour les dimensions des espaces £q ' . 



Soit n G N\{0}. Comme w "^{B*\B) (resp. "■{iu ^B\B*)) ne rencontre pas A, on 
voit que dim£^'^ = ^{[w-'^B*/A] - [zu-^'B/A]) (resp. dim^^^ = |([w"^"+^^5M] - 
[w-''B*/A])). Or, on a [uj-''B*/A] = g^'-n+i et [uj-'^B/A] = g2rn-z_ q,^^ résultat 
cherché. ■ 



5.3 On reprend les notations du paragraphe précédent et on désigne par 5^'^ (resp. 
5*^']^) la représentation de Kb induite par la représentation S;^ dans le sous-espace 
(resp. £njî^) lorsque celui-ci est non nul. Nous allons utiliser les résultats de [4] 
rappelés dans le paragraphe 3.4 pour donner une description des représentations S^'"^ 
et -S'^'i'^ comme représentations induites. 

Étant donné x G W, on désigne par x (resp. x) la classe de x dans le O-module quotient 
W/B* (resp. W/B) et on rappelle que x s'identifie à l'élément {x, 0) de H{W). 

Lemme 5.3.1 Soit x E W et soit n le plus petit entier naturel tel que x G ^"("+^^5. 

(i) Pour tout g G Kb{x), le commutateur g~^xgx~^ est contenu dans le sous-groupe 
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B* X w^^-'^-^O de H{W). 

(a) Si X ^ B*, on a Kb{x) — Kb{x)K'q{x). 

(iii) Sixe on a 

PSp(b*){KB{x))^Sp{h*). 

(iv) Si X e w~"'B*\w~'^B, on a 

Psp{h*){KB{x)) = Sp{h*){p^*{w''x)). 

Démonstration : (i) Si g & Kb{x), on a 

g'^xgx'^ = {g~^x - x, g~^x)) (5.5) 

avec g~^x — x E B* et 

^^{x,g-'x) = ^p{x-g-\g-'x) G ti7-("+^)S) C w^^'^'-'O. 

(ii) L'inclusion Kb{x)K'^{x) C Kb{x) est claire. Soit donc g G Kb{x). Par définition, 
on a S'a; G x + B*. D'autre part, tu^+^x G i? et gw'^'^^x G w"'~^^x + zu'^~^^B*. Si zu"~^^x ^ 
roi?*, l'assertion (i) du lemme 2.7.1 montre qu'il existe h G K'^ tel que hgw^''^^x = 
ro"+^x. Si ro"+^x G roS*, on a n > 1, ro"x G et ^ro"x G ro^x+ro^S* C '^"x+S, 
de sorte que le même argument montre qu'il existe h G K'^ tel que hgw'^x ~ zu"'x. 
Dans tous les cas, on a trouvé h G K'^ tel que /ig^x = x et il est alors évident que 
h G K'six). 

(iii) Soit g' G Sp(b*). Désignons par K'^ le noyau du morphisme pspÇb) de Kb sur 
5'p(b). Il suit du lemme 2.4.1 que Psp{h*){K'^) = Sp{h*). Il existe donc g G K'^ tel que 

Psp{h*){g) = 9- Mais, par définition de K'^, on a ^(ro^^-'^a;) G -Ci7""'"^a; + wB*. D'après 
l'assertion (i) du lemme 2.7.1, il existe h G K'^ tel que hgvj^^^x = vj^^^x. On a alors 
hg G Kb{x) et psp{h*){hg) = Psp{h*){g) = g- D'où l'assertion (iii). 

(iv) L'inclusion psp(h*){KB{x)) C Sp{h*){p]^*{tc'"'x)) est claire. Soit donc g et g des 
éléments respectifs de Sp(h*){pb*{zu"'x)) et Kb tels que Psp(h*){g) = â*- On a alors 
gw'^x G tîJ'^a; + -B. Utilisant l'assertion (i) du lemme 2.7.1, on conclut comme pour 
l'assertion (iii). ■ 

Soit X G W . Il suit du lemme précédent que x^^ Kb{x)x est un sous-groupe de Kb ix 
H{B*). Rappelons-nous la représentation >S;^p:^ de Kb k H{B*) définie au paragraphe 
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4.2 par la formule 4.3. On définit alors la représentation Ux du groupe Kb{x) en posant 

(yx{9) = 9 e Kb(x) (5.6) 

(on vérifie que la représentation ne dépend que de la classe x G W/B). 
Supposons que x ^ B*. Il suit de la formule 5.5 que l'on a 

CTxig) = i^i^Pix, g~^x))S^{g)p^{g-^x - x,0), g G Kb{x). (5.7) 

De plus, il résulte de l'assertion (ii) du lemme 5.3.1 que la représentation satisfait 
les relations suivantes qui la déterminent entièrement : 

(^xig) = S^ig), g e Kb{x), 

ai{h) = ^{-^{x, h~^x))p^(h~^x - x, 0) 
1 

= ^{2l^ihx,x))p^{x - hx,Q), h e K'six). 

Dans la suite, on désigne par Kb{x) le sous-groupe {±Id}KB{x) de Kb- 

Lorsque x & B*, Kb{x) = Kb{x) — Kb et la représentation de Kb est équivalente 
à S:^ — Sq et est réalisée dans le même espace "H;^. On a —Id G Kb et on note Tï^ 
le sous-espace propre de —/ci pour la valeur propre ±1, lequel est invariant par ax- 
On désigne par la représentation de Kb dans ce sous-espace qui en résulte, lorsque 
celui-ci est non nul. On a "H;^ = "Hi © et donc a± = (B cr^ , lorsque est non 

nul; ceci se produit exactement lorsque 1^0. Dans le cas contraire, on a. = . 

Supposons que x ^ B*. Dans ce cas, —Id n'appartient pas à Kb{x). On étend alors 

la représentation en une représentation af du groupe Kb{x) en décidant que 
af{-Id) = ±Id. 

Théorème 5.3.1 (i) Si l = 0, Sq'~^ est la représentation triviale, 
(ii) Si l > 0, pour tout n & on a 

S^'^ = IndjL, ai, X e {ui--B*\zu--B) + B*. 

Kb(,x) 

(m) Si l < r, pour tout n G on a 

S^;t = Indf^^ at, X e (^-("+^)S\^-"S*) + B*. 

' Kb(x) 



Démonstration : On utilise la réalisation de la représentation de Weil dans l'espace 
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"H^ donnée au paragraphe 4.2 et l'opérateur d'entrelacement Xa,b entre cette dernière 
et la réalisation dans l'espace "H^. 

Si J-" est un sous-espace de on désigne par T'^ (resp. F~) le sous-espace de 
constitué des fonctions paires (resp. impaires). 

Si X e 1^, on désigne par J^g le sous-espace de l-L^ constitué des fonctions dont le 
support est contenu dans Kbx, six ^ B*,ei dans B*, sinon (la définition et la notation 
sont justifiées parce que, d'après le Icmme 2.7.1 (i), x + B* C Kbx, si a; G W\B*). 
Il est clair que les sous-espaces J^f sont invariants sous l'action de la représentation 
restreinte à Kb- D'autre part, il suit du lemmc 2.7.1 (ii) que les fC^-orbites dans 
W\B* sont les et w-^''+'^^ B\w-"B* n G N. Comme l'opérateur 

d'entrelacement Ta,b conserve les supports et la parité, on déduit de ceci que l'on a 

Soit X G W . Désignons par Qf l'espace de la représentation ïnd^^^^ af. Alors, l'appli- 

cation ip i — y (p définie par •p[g) = S-^{g)(p{g~^x), g G Kb, induit un isomorphisme de 
iCfi-modules de J^^ sur Qf. D'où le théorème. ■ 



5.4 Dans ce paragraphe nous allons mettre en relation les résultats du précédent 
avec ceux du paragraphe 3.5, dont nous reprenons les notations. 

Soit n un entier naturel. Le sous-ensemble H{zu~^"''^^^B) — ro^^^+^^S x zu^*''^~^^'^'^^''0 
est un sous-groupe Xe-invariant de H{W). 

On désigne par Ti^ le sous-espace de "H^ constitué des fonctions dont le support est 
contenu dans ui~^"'~^^^B. En fait, T-L^ est l'espace des fonctions ip définies sur zu~^"'~^^'>B 
à valeurs dans l'espace "H;^ de la représentation de Schrôdinger de type if) du groupe de 
Heisenberg H{h*), vérifiant la relation 4.1. Il est clairement invariant sous la restriction 
de (resp. R^) à Kb (resp. Kb x H {w-^''+'^^ B)) : on note ^J'" (resp. la 
représentation de Kb (resp. Kb x H{vj~^'^^^^B)) induite par cette dernière dans l-L^. 

Soit 4>2n+i le caractère primitif de 02n+i défini par 

V'2n+l(PO.„+i(i)) = i^{w^*-^^^+'h), t G O. 

On considère le 02n+i-module symplectique b2n+i = B/w'^^^^^^B* et le sous-module 
isotrope 5'p(b2n+i)-invariant maximal u = w^^^ B / w'^^'^^^^ B* (voir le lemme 3.5.1). 
On rappelle la représentation PuJ-,i/'2„+i cle if(u-'-), inflation de la représentation de 
Schrôdinger P\p:^^^^^^ 

de type V'2n+i de H{vi^). 



49 



Soit 11 : Fq — > 02n+i l'application définie par : 

Il est immédiat que fi induit un isomorphisme de F^-modules de ¥q sur l'idéal minimal 
De plus, on a 

1p2n+l O/I^lp. (5.8) 



L'application /x^. : H(h*) — > H{u-^) définie par : 

l^*(p^>*{x),t) = (pb,„+i(w"+'2:),/x(i)), xeB\te F„ (5.9) 

est un morphisme injectif de groupes. Il suit de la relation 5.8 que la représentation 
ip2 +1 ° représentation de Schrodinger de type ■'ip de H {h*). On peut donc 

supposer que "H;^ est également l'espace de la représentation et écrire alors 

Par suite, la représentation de Weil S-^p de type de ^^(b*) est également une repré- 
sentation de Weil de type ^/'2n+i de Sp{xi^). On choisit alors pour représentation de 
Weil de type 'î/'2n+i de Sp{\i2n+i) relative au morphisme : Sp{\i2n+i) — > Sp{\x-^) la 
représentation o" = 5"^ o Tu. 

On note l-Ln l'espace de la représentation 

La restriction 5'"'°' de la représentation R^'"^ à 5'p(b2n+i) est une représentation de Weil 
de type -0271+1- 

Il suit de la relation 3.14 que l'espace de la représentation s'identifie, via l'ap- 
plication de restriction au sous-ensemble b2n+i du sous-groupe H{h2n+i) du produit 
semi-direct S'p(b2„+i) k H{h2n+i), à l'espace des fonctions définies sur b2n+i, à va- 
leurs dans l'espace "H;^ de la représentation Pu-l,î/'2„+i' vérifient la relation 

(f{x + u) = V^2n+l(^/3b2„+i(a;,«))Pu^,V'2n+iN<^(^)' ^ ^ b2n+l, « ^ U^. (5.12) 

L'application p : Kb k H (uj'^'^'^^^ B) — > Sp{h2n+i) x -H"(b2n+i) définie par : 

p{g (x, t)) = P5p(b2„+i) (g) (Pb2„+i (î^"+'^) , P02„+i (t^'("+')-^i)) , 
g e Kb, {x,t) G H{zu^^^'^^^ B), est un morphisme surjectif de groupes. 
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Lemme 5.4.1 (i) Si ip est un élément de Hn, l'application ip^ définie sur w ^^+^^B 
par 

est un élément de T-L^. 

(a) L'application ip i— )■ (f^ est un isomorphisme de Un sur qui entrelace les repré- 
sentations S^'" °P5p(b2„+i) S^'"" de Kb- 

(m) Soit X e zu~^'^^^^B et ip E Tin- Alors dire que le support de ip^ est contenu dans 
Kbx est équivalent à dire que le support de ip est contenu dans l'orbite cie pb2n+i (^"'''^^) 
modulo u"*" sous l'action de 5'p(b2n+i)- 

Démonstration : (i) Soit (p G T-Ln- Soit x E zu~ 

-(n+i)^ et 6 e B*. Alors, on a 

ip^(x + b)^ip(p^,^^,(w^+\x + b))) 

= V'2n+i o^(pF,(w^"^^/3(a:,6)))Pu,^2„+i o fi^{p^,{b))f^ {x) 

= i^{l/3{x,b))p^{b)^^{x), 
montrant que (p^ satisfait la relation 4.1. 

(ii) Il est clair que l'application ip ip^ est injective. Réciproquement, soit ip G H^. 
La relation 4.1 satisfaite par (f, montre qu'il existe une unique fonction définie sur 
b2n+i et à valeurs dans "H;^ telle que 

<^nPb2„+.(^"+'^)) = ^{x), X e w-^^+'^B 

et que cette fonction satisfait la relation 5.12. Ceci montre que l'application ip t— )■ 
(p>^ est bien une bijection linéaire de Tin sur 7/^. Le fait que ce soit un opérateur 
d'entrelacement est facile et est laissé au lecteur. 

(iii) est clair. ■ 



Remarques, (i) Il suit de l'assertion (iii) du lemme précédent que, pour tout x G 
^-("+1)^^ l'application ip i-> ip^ induit un isomorphisme entre les représentations 
(t^"+ia;) ° Psp(h2n+i) de Kb- En particulier, la décomposition en irréduc- 

tibles de la restriction à Kb de la représentation de Weil de Sp{W) se ramène à la 
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décomposition en irréductibles des représentations de Weil des groupes symplectiques 
Sp{h2n+i) sur l'anneau local fini 02„+i, démontrée dans le théorème 3.5.1. 

(ii) La décomposition en irréductibles de la restriction à Kb de la représentation de 
Weil a été obtenue par D. Prasad dans [16] dans le cas où B = B*, i.e. Kb est le 
compact maximal standard. Dans [4] G. Cliff, D. McNeilly et F. Szechtman remarquent 
que leurs résultats concernant la représentation de Weil de Sp{W) lorsque W est un 
module symplectique libre sur un anneau fini local et principal, permettent d'obtenir 
la décomposition en irréductibles de la restriction à Kb de la représentation de Weil 
également lorsque B = zuB*, i.e. Kb n'est pas dans la classe de conjugaison du compact 
maximal standard, mais lui est conjugué par le groupe des similitudes symplectiques. 



6 Restriction de la représentation de Weil à un tore maximal 
elliptique. 

6.1 Pour 5*^(1^), un tore est elliptique si et seulement s'il est anisotrope, c'est à dire 
si et seulement s'il est compact. Dans ce paragraphe, nous montrons que la restriction 
de la représentation de Weil à un tore maximal elliptique est sans multiplicité. 

Théorème 6.1.1 Soit T C Sp{W) un tore maximal elliptique. La restriction de la 
représentation de Weil à T est somme directe de caractères intervenant tous avec 
multiplicité 1. 

Démonstration : Comme T est un groupe commutatif et compact, il est clair que la 
restriction de la représentation k T est somme directe de caractères. 11 s'agit de 
montrer qu'ils interviennent tous avec la multiplicité 1. 

Soit "H^ l'espace des vecteurs C°° de la représentation 5*0, i.e. des vecteurs v G 'Hip tels 
que l'application x i-^ S^{x).v soit localement constante. C'est un sous-espace vectoriel 
dense et S'i/.-invariant. 

Si G est un sous-groupe de Sp{W), on désigne par G son image réciproque dans Mp{W). 
Posons Gi = G2 = T. Puisque T est son propre commutant dans Sp(W), (Ci, (^2) est 
une paire réductive duale dans Sp{W) selon Howe (voir [8]). Comme T est compact, 
il résulte du théorème 4.2.1 que T — T x {l,e}, où e est l'élément non trivial du 
noyau de la projection de Mp{W) sur Sp(W). Soit x un caractère unitaire de T et 
soit X le prolongement de % à T non trivial sur e. Désignons par C^^ (resp. C~) le 
T-module (resp. T-module) irréductible de dimension 1 correspondant au caractère x 
(resp. x)- La conjecture de Howe, démontrée par Waldspurger (voir [20]), appliquée 
à la représentation x (g) % de G1G2 = T montre que l'espace des opérateurs d'en- 
trelacement Hom;f{H'^ ,C~) est de dimension au plus 1. Comme S^{e) — —Id, on a 
dim Ham;f{n^, C~) = dim HamT{n^, C^) > dim HomT{H^, C^). ■ 
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6.2 Dans les paragraphes qui suivent, nous étudions la décomposition en irréduc- 
tibles de la restriction de la représentation de Weil à un tore maximal elliptique de 
Sp{W). 

Soit T un tore maximal elliptique de SpiW). D'après [13], W se décompose de manière 
unique comme une somme directe orthogonale W = Wi © • • • © Wn de sous-T-modules 
irréductibles sur k. Chaque Wi est donc un sous-espace symplectique de W et l'image Tj 
de T par l'application x i-> x^Wi est un tore maximal elliptique de Sp{Wi) sous l'action 
duquel est un module irréductible sur k. De plus, l'application x (-)■ {x\Wi, ■ ■ ■ , x\Wn) 
est un isomorphisme naturel du tore T sur le produit direct de tores Ti x ■ ■ ■ x T„. 
Dans la suite, nous identifions T et Ti x • • • x T„ au moyen de cet isomorphisme. 

Soit 1 < i < n. Le tore Tj étant compact, il est contenu dans un sous-groupe compact 
maximal Kb^ de SpÇWi), avec Bi un bon réseau Tj-invariant de W^. Alors S = i?i© - ■ ■© 
Bn est un bon réseau T-invariant de W, de sorte que T est contenu dans le sous-groupe 
compact maximal Kb de Sp{W). On utilise la section sb (resp. s^J du paragraphe 
4.6 pour identifier Kb (resp. i^^sj à un sous-groupe de Mp{W) (resp. Mp{Wi)). On a 
alors 

Proposition 6.2.1 La restriction de la représentation de Weil au tore T s'écrit comme 
le produit tensoriel extérieur des restrictions pour chaque i de la représentation de Weil 
de Mp{Wi) à Ti : 

iSw,rp)\T = <S>]ZÎiSwi,f)\Ti 

Démonstration : C'est une conséquence immédiate du lemme 4.7.2 et de la proposition 
4.7.1. ■ 

Il suit de la proposition 6.2.1 que pour connaître la restriction d'une représentation de 
Weil à un tore elliptique, il suffit de connaître, pour tout espace symplectique W, la 
restriction de la représentation de Weil de Mp{W) aux tores maximaux T de Sp{W) 
pour lesquels le T-module W est irréductible sur k. C'est ce que nous allons faire dans 
les paragraphes 6.3 à 6.7. 

6.3 Dans la suite, si F' est une extension de degré fini d'un corps F, nous désignerons 
par tiF'/F (resp. Nf'/f) la trace (resp. la norme) de F' sur F. 

Pour simplifier nous dirons qu'un tore T C Sp{W) est irréductible si le T-module W 
est irréductible sur k. 

Suivant [7] et [13], nous allons donner une description des classes de conjugaison de 
tores maximaux irréductibles de Sp{W). 

Soit k' une extension de degré r de k et k" une extension quadratique de k'. On note 
T l'élément non trivial du groupe de Galois de k" sur k'. Soit u G k" un élément non 
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nul et de trace nulle relativement à k' . Alors, la formule 

Pu{x,y) = ^tvk^kux^y, x,y e k", (6.1) 

définit une forme symplectique sur le k-espace vectoriel k". L'action de k" sur lui-même 
par multiplication permet de l'identifier à un sous-corps de l'algèbre Endk{k") des endo- 
morphismes de /c-espace vectoriel de k". On désig ne par Tj^n ^i^i le sous-groupe multiplica- 
tif de k"'^ constitué des éléments de norme 1 relativement à k' . Alors T^» est l'ensemble 
des /c-points d'un tore maximal elliptique du groupe symplectique Sp{k",l3u)- 

On désigne par Aut{k" /ky le sous-groupe du groupe des automorphismes Aut{k"/k) 
de k" sur k constitué des éléments qui commutent à r. Le groupe Aut{k" /ky laisse 
invariant le sous-A;-espace vectoriel de k" constitué des éléments de trace nulle ainsi que 
le sous-groupe multiplicatif Im(Nfe"/fe')- peut donc former le groupe produit semi- 
direct = Aut{k" /ky X Im(NA:"/fc')- L'action de Aut{k"/ky dans ker(trfc///fc/) se 
prolonge à Tk",k', le groupe lm(Nfc"/fc') agissant par multiplication. Dans le cas des tores 
maximaux irréductibles des groupes symplectiques, les théorème L6 et proposition 1.10 
de [13] s'énoncent ainsi : 

Théorème 6.3.1 (i) Soit T C Sp{W) un tore maximal irréductible. Il existe une 
extension k' de degré r de k, une extension quadratique k" de k' , un élément u G k"^ de 
trace nulle relativement à k' et ip un isomorphisme d'espaces symplectiques de (A;",/3„) 
sur W tels que T soit l'image de T^'/^k' po-f l 'isomorphisme (f : t ^ (foto(f~^. De plus, 
les tores (p{Tk",k'), V parcourant l'ensemble des isomorphismes d'espaces symplectiques 
de {k", ^u) sur W, forment une classe de conjugaison de tores maximaux dans Sp{W), 
notée Ck",k',u- 

(a) Pour i — 1,2, soit k[ (resp. k") une extension de degré r de k (resp. quadratique 
de k[) et Ui G k'-' un élément non nul de trace nulle relativement à k'-. Si les classes 
Ck'/,k[,ui, i = 1,2 sont identiques, il existe un isomorphisme sur k de k" sur k2 qui 
envoie k'i sur k'2. 

(m) Soit k' une extension de degré r de k et k" une extension quadratique de k'. Alors 
l'application u 1— )■ Ck",k',u induit une bijection de rk",k'\^CT{i^^k"/k') ^'^^''^ l'ensemble des 
classes de conjugaison des tores maximaux de Sp{W) isomorphes sur k à T^^n^k'- 

6.4 Dans ce paragraphe, pour chaque tore maximal irréductible T de Sp{W) nous 
exhibons un bon réseau T-invariant. 

Soit T C SpiW) un tore maximal irréductible. D'après le théorème 6.3.1, il existe une 
extension k' de degré r de /c, une extension quadratique k" de k' et un élément non 
nul u G ker(trfe///fc/) tels que W s'identifie au /c-espace symplectique {k",f3u) et que 
T — Th",k'- 

On note O (resp. C, O") l'anneau des entiers, w (resp. tu', w") une uniformisante, v 
(resp. v', v") la valuation normalisée et q (resp. g', q") le cardinal du corps résiduel de k 
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(resp. k', k"). On prend tu" tel que w"'^ = w' lorsque k" est ramifié sur k\ et w" = w' 
dans le cas contraire. On note e l'indice de ramification de k' sur k. On a alors q' = që 
et q" — q' (resp. q" — q'^) si k" est ramifié (resp. non ramifié) sur k'. 

On note 5 l'entier tel que l'idéal w'^O' soit la différente de k' sur k, i.e. ô est le plus 
grand entier tel que tï^'/ki^) G O pour tout x G w'~^0' . 

Compte tenu du théorème 6.3.1 (ii), on peut supposer que u — va" lorsque k" est ramifié 
sur k' et v"{u) G {0, 1} dans le cas contraire : c'est ce que nous faisons désormais. 

Comme T est contenu dans C", les idéaux ■w"'^0'\ m G Z, sont des réseaux T-invariants 
de W. 

Lemme 6.4.1 Soit m & Z et soit B — w'^^O" . Alors le réseau dual de B est donné 
par 

_ rro"2(eA,,,-<5-(m+i))^ ramifié sur k' 

I ^'(^^i^-s-v" {u)-2m j^ii ji'Qgi ramifié sur k'. 



Démonstration : Le réseau dual de B est un O" sous-module de k", donc de la forme 
B* = w"^0" , avec l un entier. 

Si k" est ramifié sur k' , on a G w"0"' et O" ^ O' + O'w". Il vient alors 

l3uiB,w"^^^^^-^-^"'+^^'^B) = /3uiw""'0" ,w"^^^^^~^-^^~'^0") 

= trfe./feZi7"2(«^*-^-i)+iC" 
= trfc,/fcw"2(^^*-^)C)' 

d'où le résultat dans ce cas. 

Si k" n'est pas ramifié sur A;', on a O" = O' + 0'w'~^"'^'^''u et il vient alors 

d'où le lemme. ■ 



On pose II — eAy, — S — v"{u). On déduit du lemme précédent le 
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Corollaire 6.4.1 On définit le réseau B en posant 
B 



{vo"^0" si k" est ramifié sur k, 
vj'^ 2 \0" si k" est non ramifié sur k'. 



Alors B est un bon réseau T -invariant, autodual si et seulement si k" est ramifié sur 
k' ou si 11 est pair. 

Lorsque k" est non ramifié sur k' et fi est impair, B* — w'~^B et b* = O" jw'O" est 
un Fç espace vectoriel symplectique de dimension ^. 

6.5 On se donne un tore maximal irréductible T de Sp{W) et on reprend les nota- 
tions du paragraphe précédent. Nous allons décrire les caractères de T. 

Lorsque k" n'est pas ramifié sur k', on désigne par u l'élément de O"^ tel que u — 
et on pose d = u^, qui est un élément de O'. Alors, 

T^{^ + rju\^,rjeO' 

Lorsque k" est ramifié sur k', on prend u — w" et on a 

T {e + 77 e O' et f - w'j]^ = 1}. 

Si j e N, on désigne par Tj le j-ième sous-groupe de congruence de T : 

Tj = {geT\g-lew"^0"}. 

On a Tq = T et, pour j > 1, Tj est un sous-groupe strict de T que nous allons décrire. 

On désigne par //ç'+i le sous-groupe cyclique de k"^ constitué des racines {q' + l)-ièmes 
de l'unité. 

Lemme 6.5.1 a) On suppose que k" n'est pas ramifié sur k'. 

(i) On aT = /iq'+i x Ti. La suite Tj, j e est une suite strictement décroissante de 
sous-groupes de T. 

Soit j un entier naturel non nul. 

(a) Pour tout rj G O' , il existe un unique élément Ojij]) de Tj tel que Oj{r]) —zu'^rji' G k' . 
Cet élément vérifie que Oj{rj) — w'^rjv — 1 G ■w''^^0' et Oj{r])~^ = 9j{—r]). 

(m) L'application 9j est une bijection de O' sur Tj et elle induit, pour tout entier 
1 < s < 2j, un isomorphisme de groupes de O'/zu'^O' sur Tj/Tj+g- 

b) On suppose que k" est ramifié sur k'. 
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(i) On a T = {±1} x Ti et T2j = T2j+i, pour tout entier j > 0. La suite (T2j+i)jeN est 
une suite strictement décroissante de sous- groupes de T. 

Soit j un entier naturel. 

(a) Pour toutrj G O' , il existe un unique élément 6 j{r]) de T2j+i tel que dj{ri)—w'^r]w" G 
k'. Cet élément vérifie que ej{r]) - w'^r]w" - 1 G w'^^+^O' et 9^(7])-^ = 9j{-r]). 

(m) L'application 9j est une bijection de O' sur T2j+i et elle induit, pour tout entier 
1 < s <2j + 1, un isomorphisme de groupes de O' jw'^O' sur 32j+i/32(j+s)- 

Démonstration : a) On se place dans le cas où k" n'est pas ramifié sur k' . Le fait que 
T — i^q'+i X Ti et que la suite Tj est décroissante est immédiat. Le fait qu'elle l'est 
strictement résultera alors du point (iii). 

Soit j G N non nul et 77 G O' . Il résulte du lemme de Hensel qu'il existe un unique 
^ G zu'O' tel que 1 + + 'w'^r]v soit un élément de T, c'est à dire vérifie la relation 
[l+iY — dw'^^rj^ — 1. Il suit de celle-ci que i G zu'^W. D'où l'assertion (ii) et le fait que 
9j est une bijection de O' sur Tj. Enfin, pour rj G O', on a 9j{r])~^ — 9j{rjy — 9j{—r}). 

Pour 7/ G C, on a 9j{vi) G 1 + w'^rju + ^'"^^0'. On en déduit que pour 77,77' G O', 
0jiv)9j{v') e 1 + ^Hv + vy + ^'^^O' + w'^^O", puis 9j{r])9j{r]')9j{r] + r]')-^ G 1 + 
vj''^^0' + w'^^O" . La dernière affirmation de l'assertion (iii) en découle. 

b) On se place dans le cas où k" est ramifié sur k' . Il est clair que la suite Tj est 
décroissante et que T = {±1} x Ti. Soit j > un entier et a; G T2j. Alors, on a 
x = l + + riw"), avec ^,r] e O' vérifiant la relation (1 + zu'^^)^ = 1 + zu'^^+^r]'^. On 
en déduit immédiatement que ^ G zu'^~^^0', d'où le fait que x G l-\-zu'^~^^0'-\-zu'^zu"0' = 
1 + 'nj"'^^'^^0", i.e. X G T2j+i. On a bien T2j — 32j+i. A partir de là, la démonstration 
des assertions restantes est identique à celle faite dans le cas précédent. ■ 

Soit j' G N et X un caractère de Tj. On appelle conducteur de x, le plus petit entier A 
tel que Tx soit contenu dans le noyau de x- 

Le seul caractère de conducteur est le caractère trivial. 

Lorsque k" n'est pas ramifié sur k', les caractères de conducteur au plus 1 de T sont 
les relèvements à T des caractères de T/Ti = Hq'+i. Ils forment donc un sous-groupe 
cyclique d'ordre ç' -|- 1 de T. 

Soit ( , le symbole de Hilbert du corps k'. On sait que tout élément g de T s'écrit 
g — z{z~^y avec z G O"^. On vérifie que le nombre {zu', zz'^)k' — (j-^/ — ne dépend 
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que de g et que la formule 

r7o(^) = (^',^^^).'= f^^^^J (6.2) 
définit un caractère de conducteur 1 de T. 

Lorsque k" est ramifié sur k', T possède un unique caractère de conducteur 1 : il s'agit 
du caractère e trivial sur Ti et tel que e(— 1) = —1. Tous les autres caractères de T 
sont de conducteur pair. 

Lemme 6.5.2 a) On suppose que k" n'est pas ramifié sur k'. 

(i) Soit j > 1 un entier. Alors, pour tout entier A tel que j < X < 3j et pour tout 
b e O' , la formule 

XbxAt) = ^("^ trfc'Vfc ^'^~^hut), t e Tj (6.3) 
définit un caractère de Tj de conducteur inférieur ou égal à A. 

Le caractère Xb,\,j ^st de conducteur A si et seulement si b & O'^ , et tout caractère de 
Tj de conducteur A est de cette forme. 

Si a,b e O'^, on a 

<^ b/a e l + w'^-W. ^ ' ' 



(a) Soit X un caractère de T de conducteur X>2 et soit j un entier tel que j < X < Sj . 
Alors X est un prolongement à T d'un caractère Xb,x,j pour un certain b G O'^ . 

b) On suppose que k" est ramifié sur k'. 

(i) Soit j > un entier. Alors, pour tout entier X tel que j < X < 3j + 1 et pour tout 
b e O', la formule 

Xb,2xAt) = ^(-^^ tTk''/k ^j'^'-^bw^), t e T2,+i (6.5) 

définit un caractère de T2j+i de conducteur inférieur ou égal à 2A. 

Le caractère Xb,2\,j est de conducteur 2A si et seulement si b G O'^ , et tout caractère 
de T2j+i de conducteur 2A est de cette forme. 

Si a,b e O""; on a 

Xa,2\,j = Xb,2X,j <^ b-ae w'^~W 
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(ii) Soit X un caractère de T de conducteur 2\ > 2 et soit j un entier tel que j < X < 
3j + 1. Alors X est un prolongement à T d'un caractère Xb,2X,j pour un certain b G O'^ . 

Démonstration : a) Si 77 G C, on a 

On en déduit que Xh,\,j ° est un caractère du groupe additif O' dont le noyau contient 
l'idéal vj'^'^O' . De plus, vo'^~^0' est le plus grand idéal de O' contenu dans ker Xb,\,j°^j 
si et seulement si 6 G O'^ . Il suit alors du lemme 6.5.1 que Xb,x,j est un caractère de Tj 
et il est alors clair que son conducteur est inférieur ou égal à A, l'égalité ayant lieu si 
et seulement si 6 G C'^. 

Réciproquement, si x est un caractère de conducteur A tel que j < \ < Sj , il suit du 
lemme 6.5.1 que X°(^j est un caractère du groupe additif O' et que w'^~^0' est le plus 
grand idéal de O' contenu dans son noyau. Il est alors clair qu'il existe b G O'^ tel que 

X — Xb,X,j- 

Si a, 6 G O"", on a 

Xa,\,j = Xb,\,j Xa,X,j O 9j = Xb,X,j O 9j 




yr] G O', ^{tik'/k w"'^*-^+^-^{b - a)d7j) = 1 
6 - a G w'^-W 
6/a G 1 + w'^-^O'. 



D'où l'assertion (i). 

L'assertion (ii) est une conséquence immédiate de (i). 

b) La démonstration est identique à celle du cas a), une fois que l'on a remarqué que, 
pour T) & O', 

Xb,2x,jmv)) = ^l^(^-^^trk>/kru'^^^~'-'^-%). 



6.6 Soit T C Sp{W) un tore maximal irréductible et B le bon réseau T-invariant 
construit au paragraphe 6.4. Alors T C Kb et on relève T en un sous-groupe de 
Mp{W) à l'aide du relèvement de Kb dans Mp{W) défini dans le paragraphe 4.6 
(voir théorème 4.6.1 et la remarque en fin de ce paragraphe). 

Dans ce paragraphe, on suppose que le 0"-module B est un réseau autodual et on 
considère la représentation de Weil dans l'espace H^. On rappelle les fonctions 
Sv G "H^, V G k" définies par la formule 4.8. 
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Théorème 6.6.1 a) La fonction Ôq est, à un scalaire multiplicatif près, l'unique vec- 
teur de poids trivial de T. 

h) On suppose que k" n'est pas ramifié sur k'. 

(i) Soit X un caractère non trivial de T. Alors x intervient dans la représentation de 
Weil si et seulement si son conducteur est pair. 

(a) Soit X un caractère de T de conducteur pair 2j > 0. Alors, il existe a G O"^ tel 
que 

et le sous-espace des vecteurs de poids x ^st engendré par la fonction 
c) On suppose que k" est ramifié sur k'. 

Soit X un caractère non trivial de T. Alors x intervient dans la représentation de Weil 
si et seulement si son conducteur est un entier pair 2j et il existe a G O"^ tel que 

Dans ce cas, le sous- espace des vecteurs de poids x ^st engendré par la fonction 

H X{9~^)^w"i^-Jga- (6.8) 



Démonstration : Il résulte du théorème 6.1.1 que 5q est, à un scalaire multiplicatif près, 
l'unique vecteur de poids trivial de T. 

On pose A = I si k" n'est pas ramifié sur k' et \ — ji dans le cas contraire. Soit x G k" 
tel que v"{x) < \ et x son image dans k" /B. On écrit x — vo"'""^^'>a avec a G O"^ . Il 
est immédiat que le stabihsateur T{x) de x dans T est le sous-groupe de congruence 

T\-v"{x)- 

La représentation Ui de Kb{x) définie par la formule 5.6 est un caractère (comme B 
est un réseau autodual, x et x sont le même élément de k" /B — k" /B*). On note Xx 
sa restriction à T{x). Alors, on a 



Xx^Xaar ,2{\-v»(x)),\-v"{x), si k" u'cst pas ramifié sur k' , 
^- = ^aa^A-."(.),[A^]' Si k" est ramifié sur k' . 
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Soit St,x la représentation de T définie par 



St,x — Ind'r(j:) Xx- 

L'espace 'Ht,x de cette représentation est l'espace des fonctions (/? : T h-> C qui vérifient 
v{9t) = Xx{t)ip{g), g E T, t E T{x). Si 99 G 'Ht,x, il existe un unique élément de H^, 
^T,xf, de support contenu dans la T-orbite de x vérifiant 

It,x'p{9-x) = 'Pig'^), 9^ T. 

Soit X C k" /B\{Çi} un ensemble de représentants des T-orbites dans k" /B\{Qi}. Il 
résulte des lemmes 5.4.1 et 3.4.1 que l'on a 

xex 

et que, pour x G k" / B\{Q}, l'application It,x est un isomorphisme de T-modules de 
'Ht,x sur le sous-espace de l-L^ constitué des fonctions à support dans la T-orbite de x. 
De plus, on a 

St,x^ X- 

xeT 

X\T(x)=Xx 

Il suit de ces considérations que les caractères qui interviennent dans S'^y sont, outre 
le caractère trivial, ceux de conducteur 2j > dont la restriction à Tj est de la forme 
Xaa^,2j,j (resp. Xaa-^ j [i]) ^^^^ ^ ^1 k" u'est pas ramifié sur k' (resp. k" est ramifié 
sur k'). 

Maintenant soit x G T un caractère de conducteur 2j > et a G O"^ tels que 

X\Tj — Xaa^,2j,j (rcsp. x\Tj = Xaa^ j [i]) ^'^st pas ramifié sur k' (resp. k" est ramifié 
sur k'). Soit x = w"^~^a G k"\B. Soit Lp G I-Lt/x la fonction de support inclus dans Tu- 
telle que 93(1) = 1. Alors la fonction tp^ définie par 

'Px= Y. x{9~^)St,x{9)'P, 

est, à un scalaire multiplicatif près, l'unique vecteur de poids x de la représentation 
St,x- Or, on a clairement 

'^T,xV = ^x- 

Par suite, la fonction 

1'T,x^x = Y. x{9'^)S^{g)8x 

= Y. X{9~^)Sgx 

= Y X{9~^)5^"^-3ga 
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est un vecteur de poids x de la représentation S^^j^. 

Enfin, si k" n'est pas ramifié sur k', Nk"/k' est un morphisme surjectif de groupes de 
O"'^ sur O'^. On en déduit que si x G T est un caractère de conducteur 2j > 0, il 
existe a G O'"' tels que x|t, = Xao^,2j,j- ■ 

6.7 On conserve les notations introduites au tout début du paragraphe précédent, 
mais on se place dans la situation où k" n'est pas ramifié sur k' et /i est impair. Alors 
B = w''^0" est un bon réseau T-invariant dont le réseau dual est B* = w'^O" . De 
plus A = w"^ {O' + O'va'v) est un réseau autodual tel que B d A d B* . On considère 
la représentation de Weil dans l'espace l-L^. On rappelle le caractère 770 de T défini 
au paragraphe 6.5 par la formule 6.2. 

Théorème 6.7.1 a) Un caractère x de conducteur au plus 1 de T intervient dans la 
représentation si et seulement si x Vo- Dans ce cas, il existe v & B* tel que la 
fonction 

Vx= H X{9-')S^{9)S. (6.9) 
geT/Ti 

soit non nulle et engendre le sous- espace des vecteurs de poids x de H^. 

h) (i) Un caractère x de conducteur strictement supérieur à 1 de T intervient dans la 
représentation si et seulement si son conducteur est impair. 

(a) Soit X un caractère de T de conducteur impair 2j + 1 > 1. Alors, il existe a G 
O'^'Xivj'O' + 0'iy) tel que 

X\Tj+i = Xaa^ ,2j+l,j+l 

et le sous- espace des vecteurs de poids x de est engendré par la fonction 

^x- H x{g-')Si{g)8^,^_^^. (6.10) 



Démonstration : D'après le théorème 6.1.1, on sait déjà que les caractères de T inter- 
viennent tous sans multiplicité. Il suffit donc de montrer que les seuls caractères qui 
interviennent sont ceux indiqués, avec les fonctions propres correspondantes. 

On réahse la représentation de Weil S;^ de Sp{h*) dans l'espace "H^ où x = A/B. 
Cet espace s'identifie naturellement via l'application (p ip op^*, au sous-espace Kb- 
invariant de constitué des fonctions à support dans B* (en particulier, une base 
de T-L^ est constituée des fonctions Sy, v parcourant un système de représentants dans 

B* de B* /A). Dans ces conditions la représentation S-;^ est la représentation de Kb 
dans Eq induite par S^. 

On pose A = Soit x G k" tel que v"{x) < \ x son image dans k" / B, x celle dans 
k" /A et X celle dans k" /B*. On désigne par (Tt,x la restriction au stabilisateur T{x) de 
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X dans T de la représentation a± de Kb{x) dans "H^ définie par la formule 5.6. Soit 
St,x la représentation de T définie par 

L'espace 'Ht,x de cette représentation est l'espace des fonctions </? : T — > V,^ qui 
vérifient (p{gt) = aT,x{'t)^{9), 9 & T, t & T{x). Si (/? G 'Ht,x, il existe un unique élément 
^T,xf de T-L^, de support contenu dans la T-orbite de x et vérifiant 

^T,M9-x) = S^i9)^i9~^), 9^T. (6.11) 

Soit X C k"\B* un ensemble de représentants des orbites de T dans k"/B*\{0}. Il 
résulte des lemmes 5.4.1 et 3.4.1 que l'on a 

xex 

et que, pour x G XU{0}, l'application est un isomorphisme de T-modules de T-Lt,x 
sur le sous-espace de Tï^ constitué des fonctions à support dans la T-orbite de x. 
On en déduit évidemment que 

^^\T = ^^\T ® ^T,x (6-12) 

xex 

l'application Ia,b °1t,x étant, pour tout x Çl X\J {0}, un isomorphisme de T-modules 
de Ht,! sur le sous-espace £x de l-L^ constitué des fonctions à support dans la T-orbite 
de X. 

L'image de w'O' -\- O'v — w'~^ Av dans Fg" étant Fq/p]p-^„(z/), on voit que la T-orbite 
de tout élément de O"^ rencontre 0"^\{vj'0' -|- O'v). On peut donc supposer que 
X C k!-^{0"''\{w'0' + 0'v)). 

Soit X ^X. Écrivons x = c[7"^"(^)a avec v"{x) < A et a G 0"''\{w'0' + O'v). Alors le 
stabilisateur T{x) de x dans T est le sous-groupe de congruence T, avec j — \ — v"{x) 
tandis que celui T{x) de x est T,+i. 

La représentation aT,x de T(â;) dans "H^ est donnée par 

<^T,x{9) = i^{^P{9x,x))p^{9-^x - x), g G T{x). (6.13) 

D'autre part, le groupe T[x) laisse stable le réseau autodual A et il opère donc dans le 
quotient k"/A. On désigne par T{x) le stabilisateur de x dans T{x). Alors, on a 

Tix)^T{x)^T^+,. 

En effet, il est clair que T(x) C T{x). Réciproquement, soit g G T{x) tel que g{x + A) = 
x+A. Alors, ona. g = l+zu'^^^+zu'^rjv, avec i,r] E O'. Par hypothèse x = w'^~^ (u+vv) 
avec u G O'^ et v e O'. La condition gx ^ x s'écrit (^f - 1)(m + vv) G g7'^(C' -F O'roV) 
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qui, après calcul, entraîne ur] + zu'^v^ G w'O'. Comme u est dans O'^ et j > 0, on en 
déduit que r] G w'O' et donc que g G Tj+i. 

Cela dit, si g' G T{x), on a 

1 1 

On en déduit que la restriction de la représentation aT,x à T{x) est un multiple du 
caractère Xx = Xaa-,2j+i,j+i ; en fait, on a {aT,x)\T(x) = q'Xx- 

Nous allons voir que la représentation aT,x est équivalente à la représentation 7-r = 
Ind^^^^v 

^"^r(i:) Xx- 

On définit un opérateur T(â;)-équivariant Xj, de l'espace Tix de dans "H^. en posant 
pour (p eHx 

Ixif^ E </'WfTT,i(r^)5o. (6.14) 

teT{x)/T{x) 

Comme T{x)/T{x) = Tj/Tj+i est de cardinal q', les espaces Hx et "H^ ont même 
dimension. Il nous suffit donc de montrer que Xx est injectif. Soit donc ip G Hx tel que 
XxP> = 0. Or, il suit des formules 6.13 et 3.1 que, pour t G T{x), o'T,x{t~^)So, vu comme 
un élément de "H^ est à support dans {t^^x — x) + A. On voit donc que, si t, t' G T{x), 
o'T,x{t~^)So et o-T,x{t'~^)So ont des supports disjoints sauf si t~^x + A — t'~^x + A, c'est 
à dire si tx = t'x. Ce qui équivaut à tt'~^ G T{x). Ceci montre que le système de 
vecteurs o'T,x{t~^)ào, t parcourant un ensemble de représentants dans T{x) du quotient 
T{x)/T{x), est libre. Il suit alors de 6.14 que ip = comme voulu. 

Il suit donc du théorème d'induction par étages que 

St,x = Ind^(i) Xx- 

On en déduit que la représentation St,x se décompose en la somme directe sans mul- 
tiplicité des caractères de T dont la restriction à T{x) est Xaa-^,2j+i,j+i- Désignons par 

Gt,x l'espace de la représentation Ind^(^) Xx et soit 0o l'élément de Gt,x de support 
T[x) et tel que 0o(l) = 1- Si x est un caractère de T dont la restriction à T{x) est 
Xaa-^,2j+i,j+i, on désigne par 0^ la fonction définie sur T par 

0x(^)= E x{t-')M9t),9eT. 

teT/T{x) 

Alors (p^ est un élément non nul de Gt,x engendrant le sous-espace des vecteurs de poids 
X- 

D'autre part, si G Gt,x, on définit la fonction 4> à valeurs dans Hx en posant 

^{g){t) = (j){gt),geT,teT{x). 
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Alors l'application i— )■ 0, est un isomorphisme T-équivariant de Çt^x sur l'espace de la 
représentation Ind^(^)(Ind^|i^j Xi)- Oii définit un isomorphisme T-équivariant Jr.i de 
Gt,x sur 'Ht,x en posant pour 4> G Çt,x 

JT,x<t>{9)^M4>{9)).9^T. 

On vérifie que Jt,x4'o est l'élément ipQ de 'Ht,x de support T(a;) et tel que v'o(l) = ^o- 

L'application ICt.x = 1a,b ° 1-t,x ° Jt,x est une injection T-équivariante de Qt^x dans 
V.^ dont l'image est le sous-espace des fonctions à support dans l'orbite de x sous 
T. On vérifie que 

^T,x(f>0 — ^x- 

En effet, il suit de la relation 6.11 que It,x ° <Jt,x4'o est l'élément 9 de supporté 
par X et vérifiant 6{x) = Ôq. On en déduit que ]Ct,x<Po — 1a,bO est un élément de T-L^ 
supporté par x et vérifiant, pour tout b G B*, 

TA,BO{x + b)^e{x + b){0) 

= ^(^/3(x,6))p^(6)(<5o)(0) 
^^l;{^P(x,b))5o(b). 

Notre assertion est alors claire. 

Maintenant soit x un caractère de T tel que X\t{x) — Xaa-^ ,2j+i,j+i- Désignons par ^p^ 
l'image de 0^ par JCr.i:- H est clair que Lp^ est un vecteur non nul de poids x dans lï^ 
pour l'action de T et qu'il vérifie la relation 6.10. 

Comme Nk"/k' est un morphismc surjectif de groupes de O"^ sur O'^ et comme toute 
T-orbite dans O"^ rencontre 0"^\(zu' O' +0' u) , on voit que les caractères de conducteur 
impair 2j + 1, j > 0, de T sont exactement les caractères dont la restriction à T^+i est 
de la forme Xaa^,2j+i,j+i avec a G 0"^\{w'0' + O'u). 

Nous avons donc démontré que chaque caractère d'indice impair strictement supérieur à 
1 apparaît avec la multiplicité 1 dans "H^ et qu'une fonction propre correspondante est 
celle donnée dans l'énoncé du théorème. Nous avons également montré que la somme 
directe des sous-espaces propres correspondants est égale à 

® ^T,x- 

x£X 

Compte tenu de la relation 6.12, il nous suffit donc, pour achever la démonstration du 
théorème, de montrer que les seuls caractères de T qui apparaissent dans £q sont les 
caractères de conducteur au plus 1, à l'exclusion du caractère 770. 

Comme l'action de Kb dans Eq passe au quotient en la représentation de Weil de 
Sp{b*), les caractères de T qui apparaissent sont des caractères qui passent au quotient 
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à T/Ti = jJLq'+i, donc de conducteur au plus 1. Comme ces caractères apparaissent avec 
au plus la multiplicité 1 alors que la représentation de Weil est de dimension q\ on 
voit qu'ils apparaissent tous sauf l'un d'entre eux, que l'on note 770 et que nous allons 
déterminer. Compte tenu de ce qui précède, il est clair que l'on a 

. s I 1 si (jf G Ti 

- S^{psp{h*){g)) SI ge T\Ti. 



Nous devons donc calculer la restriction du caractère de la représentation au tore T. 
Pour ce faire, nous allons commencer par décrire les opérateurs S^{psp(h*){g)) = ^^(9)^ 
g e T. En fait ces opérateurs sont la restriction des opérateurs S^{g), g E T eai 
sous-espace Eq. 

Dans la suite, si x est un élément de k" (resp. O"), on désigne par x son image dans 
k"/B (resp. F^»). On identifie b* = B*/B avec F^// au moyen de l'application x i->- 

Pf,„(î^ 2 x). 

On choisit des bases Ci, . . . , et /i, . . . , de O' sur O telles que 

zu 2 ei,...,îi7 2 er,ro 2 . . . , 2 j-^j/ 

soit une base autoduale de k" sur A; et que éi, . . . ,éi, où Z = ^, soit une base de F^/ 
sur Fq. On vérifie alors que fi,...,fi est également une base de ¥qi sur Fg et que 

éi, ... ,èi, fiù, .... fiù est une base symplectique de Fç" = b* pour la forme symplec- 
tique /3b*. De plus, éi,...,éi est une base du lagrangien x = ¥g/ dont le sous-espace 
y = Fq'ù de b*, engendré par fiù, . . . , fiù, est un supplémentaire lagrangien. 

Dans la suite, on identifie F^, avec b* = F^// au moyen de l'application {x, y) ^ x + yù 
et on écrit tout endomorphisme Fg-linéaire de b* sous forme matricielle ( ^ f ) avec x, 
y, z et t des endomorphismes Fg- linéaires de F^/. 

L'application 7 : O' — > ¥q définie par 

passe au quotient en une forme Fg-linéaire non nulle sur Fg/ . Il existe donc 70 G F^, tel 
que 

7(2;) = trF^,/F, ^ox, X e O'. (6.16) 



Cela étant, la forme symplectique /3b* induit une dualité entre les sous-espaces lagran- 
giens X et y et donc une dualité du F^-espace vectoriel F^^ sur lui-même, donnée par 



{x,y) = l3h,{x,yù), x,y e F,/. 
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Utilisant les définitions 6.1 de j3 et 2.3 de /3b* et compte tenu de la formule 6.16, on 
vérifie que cette dualité est une forme bilinéaire symétrique donnée par 



{x, y) = trp /F, lodxy, x,y e F^/. (6.17) 



Si a est un Fq-endomorphisme de F^/, on désigne par *a son adjoint relativement à la 
forme bilinéaire symétrique ( , ) . Alors, un endomorphisme = ( ^ ^ ) est un élément de 
Sp(b*) si et seulement si 

*xz = ^zx, *yt = Hy et *xt - *zy = Id. 



Soit Çb* l'image de par le morphisme Psp{h*)- Alors, on a Çb* = g j où f est 

l'endomorphisme de F^/ tel que v{èi) = —fi, 1 < i < 1. Cet endomorphisme vérifie 
*v — V, puisque /i, ...,/; est la base duale de la base éi, . . . , é;, relativement à la forme 
bilinéaire symétrique ( , ) . 

De même, si (7 = a; + yz/ G T, on voit que, comme endomorphisme de Fg» agissant par 
multiplication, g = ( ^ 'l^ ) ■ 

Si s e O', la fonction 5 ne dépend que de s G Fg/ et on la note ips- Alors, les 

(fs, S G Fg/, forment une base de l'espace £q. On rappelle que uj désigne l'indice de 
Weil relatif au caractère du corps Fg. On désigne par u' l'indice de Weil relatif au 
caractère o trF^,/F^ du corps Fg/. 

Lemme 6.7.1 a) On a 

S^(-l)^, = (y) ^.s, S G Fg/. (6.18) 



h) Soit g E T tel que g ^ ±1. Si l'on écrit g — x + yv, avec x, y G O' tels que 
x"^ — dy^ = 1, pour tout s G Fg/, on a 

Sî{9)^s = {^-^\ y: ^il t%/F, 7ody-\x{s' + t') - 2st))ip,. (6.19) 

V ? / teF„, ^ 



Démonstration : a) Cette assertion se déduit de la formule 4.20 du corollaire 4.5.1 et 
de ce que (^) = (^). 

b) On vérifie que g = PiÇbP2, avec Pi, P2 G Pg tels que 

P5p(b*)(Pi) = (\^^ j::: ) et P5p(b*)(p,) = (ly-;^) . 
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Grâce aux formules 4.20 et 4.21, on en déduit que 

^iid) = (y) ^(l)-^ç^ l^det^j M^(pOM^(çb)M^(P2). (6.20) 

Commençons par calculer {^^^ — Soit é^, . . . , é\ la base de F^/ sur duale de la 
base éi, . . . , é/ pour la forme quadratique x ^ tif^ij^^^ . On a é* = 'jodfi, de sorte que 
véi = — (7o(i)"^é*, l < i < l. Soit A(Fç//Fg) le discriminant de F^/ sur F^. D'après le 
théorème de parité de Stickelberger (voir [19]), on a 

|^ A(F,VF,) j ^ 

On déduit alors de ce qui précède que 

dety-'v = i-iy Nw^,/f^{^ody)-'A{¥g,/¥g) mod (F^f. 
Mais alors, on a 

l^dctr^j ^ |^ NF^,/F,(7oC^?/) j l^-iy |^ A(F,VF,) j 

= (^)(^)'. 

Reportant cette égalité dans la formule 6.20 et tenant compte tenu de la relation de 
Hasse-Davenport (voir [22, paragraphe 18] et aussi [15]) 

-u'il) = {-u;{l)y 

il vient 

S^{g) = (^^j Ma{pi)Ma{çb)Ma{p2). (6.21) 

Maintenant, nous allons calculer l'action des opérateurs Ma{p2), Ma{çb) et Ma{pi) 
dans £q. 

Si s e O' , on a p2Vj'^ su G 'uj'^{sv + y~^xs) + 5. Compte tenu de la formule 4.10, 
il vient 

Ma{p2)^s = '^{^P{w''^y~'^xs,w''^ sv))^ps 



^(^tr,vfcî^"^-'+""(")^i|/-'xs2)<^i 
V^(PF,(^^'-'nr,vfe^'^-'+''"^"^rfy-'xs'))¥'é. 
68 



On en déduit immédiatement que, pour tout s G F^/, on a 



Ma{p2)^s = il^ii^^'^v^i/WglQdy ^xs^)^s- (6.22) 

Si s e Fq', on désigne par s un de ses représentants dans O' . Soit donc s G Fg/. Alors, 
on a pi'oj'^si' e w'''^ {{xv~^ s)~ + {yv~^s)~v) + B. Comme pour M^(p2), on en déduit 
que 

Ma{pi)(Ps = i'i^ t^F^z/F, jodiy{v~^sf)ipy^-is. (6.23) 

Pour calculer l'action de Ma{çb), on commence par remarquer que ç^A = Au et A fl 
= B = Bu de sorte que le groupe quotient ç^A/ARç^A est isomorphe à F^/ = A/B, 
l'isomorphisme étant donné par l'application t vj'^Îu + B. De plus, pour t G Fg/, 
on a 

ÇB^-^o'^îi^ + -B) = -w''^{^r^t)~+ B 
^B^{^''^iu + B)^zu''^{v-hy+ B. 

Utilisant le lemme 4.4.1, on en déduit que, pour s G F^/, 

Ma{çb)Vs = q~' E ^i-l trF,,/F, -fod{sv-H + tv-h))ipf (6.24) 

Soit s G Fg/. Comme v est un endomorphisme de F^/ symétrique relativement à la forme 
{x,y) — trp^,/v^jQdxy, on déduit des relations 6.22, 6.23 et 6.24 que 

Ma{pi)Ma{çb)Ma{p2)(Ps 

= E ^( 9 ^'^V/i^'î 7oC^(y'"^is^ - 2sv~H + xy{v~Hf))ipyy-it 

= E V^(^ H' /F. 7o(^y~'(i(s' + t") - 2st))ipt. 
Notre lemme en résulte, compte tenu des formules 6.20 et 6.21. ■ 
Il résulte des relations 6.15 et 6.18 que 



^o(-l) = - 




(6.25) 
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D'autre part, soit g E T tel que g ^ ±1. Écrivons g = x + yv avec x, y E O' tels que 
x"^ — dy^ = 1. Il suit de la formule 6.19 que, pour t G ¥„/, on a 



Compte tenu des formules 3.9, 3.8 et 6.15 et de [17, Proposition A. 9 (1)], on en déduit 
que 

\ 1 / teWg, y 

ljody}j l 2^od{x-l)y-' ^ 

Comme par ailleurs (^-^^ = —1, il vient 

. (M) . (6.26) 

On remarque que la formule 6.26 est encore valable lorsque g = —1 (voir la formule 
6.25) et même lorsque g = 1, à, condition dans ce cas de convenir que (^-^^ — 1. 

Maintenant, soit z — ^-\- C,v Ç: O"^ tel que g — z{z~^y . Alors, on a 

2d{x - 1) = ■ \. 

e- dc 

de sorte que 

Vo{9) = 



q' J \ q' 



D'où le théorème, d'après la formule 6.2. 



Remarque. Les théorèmes 6.6.1 et 6.7.1 ont été démontrés par Yang dans le cas où 
W est de dimension 2 (voir [23]). 

6.8 Soit T un tore maximal elliptique de Sp{W). Dans ce paragraphe, nous décrivons 
la restriction à T de la représentation de Weil de Mp{W). 

Rappelons que (voir le paragraphe 6.2) le T-module W se décompose de manière unique 

en somme directe orthogonale de sous-T-modules symplectiques et irréductibles sur k, 
W = Wi © ■ ■ ■ © Wn, que, pour 1 < i < n, l'image Tj de T par l'application x i— )■ x\Wi 
est un tore maximal irréductible de SpÇWi) et que l'on identifie T avec le produit direct 
de tores 11^=1 Ti au moyen de l'isomorphisme x i-> {x\Wi, • • • , x\Wn)- 
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Soit 1 < i < n. On désigne par Bi le bon réseau Tj-invariant de W-i introduit dans le 
corollaire 6.4.1 et par Sj la restriction à Tj du relèvement s^. de A'^. dans Mp(VFj). On 
pose Ai — Bi si le réseau Bi est autodual. Dans le cas contraire, désigne le réseau 
autodual introduit au début du numéro 6.7 et vérifiant B^ (Z A^ C. Bf. 

Alors B = Bi (B ■ ■ ■ (B Bn est un bon réseau, A = Ai © • • • © est un réseau autodual 
de W et ils vérifient B C A C B*.De plus, B est stable sous l'action de T de sorte que 
T C Kb- On identifie T à un sous-groupe de Mp{W) à l'aide de la section sb de Kb 
dans Mp(W). 

On rappelle que si ipi G Ti^' , 1 < i < n, on a, défini l'élément ipi ® ■ ■ ■ ^ (pn de Tï^ à 
l'aide de la formule 4.30 

Théorème 6.8.1 (i) Un caractère x de T intervient dans la restriction à T de la 
représentation de Weil Sw,^!} si et seulement si, pour chaque 1 < i < n, le caractère x\Ti 
de Ti intervient dans restriction à Ti de la représentation de Weil Swi,ii)- 

(a) Soitx un caractère deT vérifiant les conditions équivalentes du (i). Pour 1 < i < n, 
on désigne par Xi Id restriction de x àTi et on choisit une fonction propre ipy.^ G "H^" 
de poids Xi relativement à la restriction de la représentation de Weil Swi,ip à Ti. Alors 

est une fonction propre de poids x dans T-L^ relativement à la restriction de la repré- 
sentation de Weil Sw,'^ à T. 

Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la proposition 4.7.1. ■ 



Remarque. Le théorème 6.8.1, combiné avec les théorèmes 6.6.1 et 6.7.1, permet de 
décrire explicitement la restriction de la représentation de Weil à un tore maximal 
elliptique donné de SpÇW). 
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